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RESUM 
 
Aquesta tesina ha consistit en desenvolupar una eina informàtica que permeti efectuar un 
anàlisi àgil d’arcs d’obra de fàbrica, utilitzant les equacions d’equilibri i els teoremes plàstic. 
Inicialment s’ha fet una breu descripció de la història de la construcció d’arcs d’obra de fàbrica 
així com la tipologia d’arcs i dels elements constructius. També fa esmena de la importància 
d’aquests elements al llarg de la història, així com de l’evolució de les teories i càlculs fins el 
coneixement actual. 
 
En segon lloc s’analitzen els diferents teoremes de l’anàlisi límit i les seves hipòtesis inicials. 
L’anàlisi límit és un mètode de molta senzillesa i utilitat, ja que permet obtenir resultats 
significatius i només requereix d’una bona descripció geomètrica de l’estructura. Utilitzant les 
equacions d’equilibri obtindrem les reaccions de l’estructura que ens permetran trobar la línia 
d’empentes corresponent a la geometria i càrregues introduïdes. Posteriorment si apliquem 
els teoremes de la seguretat i la unicitat (teoremes de l’anàlisi límit) trobarem quina és la 
càrrega de ruptura de l’arc i el mecanisme de col·lapse de l’estructura. 
 
La tesina continua amb l’adaptació dels teoremes anteriors en un programa informàtic capaç 
de trobar les línies d’empentes i verificar la seguretat a l’estructura. L’aplicació dels teoremes 
de plàstic en les estructures d’obra de fàbrica permeten afirmar que si podem trobar una línia 
d’empentes que quedi totalment continguda dins la secció de l’estructura, aquesta assegura 
l’estabilitat de l’arc, tot i que no sigui la línia de pressions real desenvolupada. 
 
El programa està desenvolupat amb llenguatge de programació JAVA. Java es un llenguatge 
multiplataforma, per tant l’aplicació és compatible amb varis sistemes operatius. En aquesta 
tesina l’aplicació ve dins d’un arxiu executable que funciona amb el sistema operatiu Windows, 
per falta de recursos tècnics no s’ha pogut compilar i provar l’aplicació en altres sistemes. 
L’aplicació facilita molt la introducció de dades mitjançant una estructura de panells molt 
entenedora, així com dels elements necessaris pels càlculs dels diferents arcs i de la 
representació dels resultats obtinguts. El programa, mitjançant els teoremes de l’anàlisi límit i 
d’equilibri, busca la resultant de la línia d’empentes. També fa ús dels algoritmes genètics, 
utilitzats en molts camps dins de la programació d’aplicacions, per trobar la solució a la càrrega 
de ruptura o la línia d’empentes més òptima en el menor temps possible. L’aplicació és capaç 
de trobar el coeficient de seguretat geomètric tant per l’arc com per als brancals.  
 
En els exemples de validació del mètode de l’eina informàtica, sempre que ha estat possible, 
s’han comparat els resultats obtinguts amb la literatura disponible d’altres autors. 
Posteriorment, s’han extret les conclusions sobre la utilitat en l’aplicació dels teoremes de 
l’anàlisi límit i dels resultats proporcionats pel programa informàtic respecte els exemples de 
validació. I per finalitzar s’ha elaborat un manual d’usuari per un ús correcte del programa.   
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ABSTRACT 
 
This thesis presents the development of a computer aided tool that allows performing an agile 
analysis of masonry arches using balance equations and plastic theorems. It starts with a brief 
description of the history of masonry arches as well as the type of arches and building 
elements. It also mentions the importance of these elements along the history as well as the 
evolution of theories and calculations up to the current knowlegde. 
 
Secondly, different theorems of the limit analysis and their initial hypothesis are analized. The 
limit analysis is a very simple and useful method since it allows obtaining significant results and 
it only requires a good description of the structural geometry. Using the balance equations 
allows obtaining structural reactions which help to solve the trust line corresponding to the 
entered geometry and loads. Later on, if safety and unicity (limit analysis) theorems are 
applied, it will be possible to find the breaking load of the arch and the collapse mechanism of 
the structure. 
 
The thesis continues with the adjustment of previous theorems in a software that allows 
solving the trust line and verifying the safety of the structure. The application of plastic 
theorems in masonry arches shows that as long as a lateral thurst is completely contain within 
the seccion of the structure, the stability of the arch is guarateed, although it may not be the 
real line of the actual pressure. 
 
The software is developed with JAVA language. JAVA is a mutiplatform language and therefore 
the application is compatible with different operating systems. In this thesis the application 
comes inside a executable file that works with Windows operating system. Due to a lack of 
technical resources the application has not been compiled neither tested in other operating 
systems. The application provides an easy way to enter data using a user-friendly structure of 
panels as well as the key elements for the computation of different arches and the plotting of 
results. The software, by means of limit analysis and balance theorems, finds the resulting 
trust line. It also uses neural algorithms, applied in other computer applications, to find the 
solution to a breaking load or the optimum trust line in the minimum time. The application can 
find the geometric safety factors for arches and buttresses. 
 
As long as it has been possible, results obtained in the examples of the verification of the 
computing method have been compared to available papers from other authors. Subsequenly, 
conclusions about the utility in the implementation of the limit analysis theorems and the 
results provided by the software with respect to verification examples have been drawn. 
Finally a user manual for the correct use of the software has been created. 
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1 INTRODUCCIÓ 
 
1.1 Introducció 
 
Les obres de fàbrica son construccions que tenen un pes molt important dins l’enginyeria civil i 
l’arquitectura. L’obra de fàbrica de pedra o maó és probablement un dels materials de 
construcció més antics que s'utilitza avui en dia.  
 
Tradicionalment els arcs estan compostos per peces denominades dovelles que treballen 
sempre a compressió i que poden adoptar formes corbes diverses. Aquesta element 
constructiu es molt útil quan es desitja salvar llums importants.  
 
Com hem dit, tot i ser senzill, i trobar-se formes en la naturalesa i en la construcció 
d’estructures antigues, el seu funcionament no va ser estudiat científicament fins el primer 
terç del segle XIX. Antigament s’utilitzava mètodes empírics geomètrics per determinar el gruix 
de l’arc i els seus brancals. El naixements dels nous estudis va resoldre en gran part la teoria de 
l’arc, el treball i les causes de col·lapse.  
 
 
El valor funcional dels ponts arc de fàbrica i com altres construccions amb arcs continguts és, 
per tant, patent, com ho és l'incalculable patrimoni històric, estètic i d’enginyeria que 
representen. Així, el valor qualitatiu d'aquestes estructures escapa en la majoria dels casos 
d'una simple valoració funcional i econòmica. En moltes ocasions, aquestes construccions 
formen part de la nostra cultura i història, i es troben totalment integrats en el paisatge de 
cada regió. 
 
Per tant a continuació s’exposen una sèrie de continguts per a conèixer la història, teories, 
càlculs, etcètera, que més endavant es desenvoluparan per tal de dur a terme un programa 
informàtic que permeti calcular línies d’empenta d’un arc com així aplicar l’anàlisi límit. 
 
 
1.2 Objectius 
 
Els objectius que s’han fixat a la tesina són els següents: 
 
 Fer un estudi de l’estat del coneixement sobre la metodologia d’anàlisi i càlcul en les 
construccions d’obra de fàbrica. 
 
 Mitjançant els teoremes plàstics, trobar un sistema vàlid per tal de poder-se aplicar 
posteriorment en l’eina informàtica. 
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 Desenvolupament d’un programa informàtic clar, funcional i amb capacitat 
d’interacció amb l’usuari, on es puguin introduir les dades, així com mostrar el 
resultats obtinguts.  
 
 Determinar per mitjà de la programació les línies d'empenta en els arcs d’obra de 
fàbrica, així com la seva representació gràfica i resultats dins de l’eina informàtica.  
 
 Elaboració d’algoritmes informàtics per trobar les càrregues límit utilitzant els 
teoremes de la plasticitat. 
 
 Aplicació del programa realitzat en casos reals per tal de validar i comprovar el seu 
funcionament i validesa del mètode. 
 
 
1.3 Contingut 
 
La present tesina, procediment automatitzat per a l'anàlisi d'arcs d'obra de fàbrica, consisteix 
en l'elaboració d'una eina informàtica per a la caracterització de la seguretat de les estructures 
d'arcs d'obra de fàbrica a partir de les equacions d’equilibri i de l'aplicació dels teoremes de 
plàstic. La principal tasca es la de desenvolupar un mètode per a la generació automàtica de 
solucions de línia d'empenta. El programa es desenvoluparà utilitzant el llenguatge de 
programació Java. 
 
El contingut del treball inclou en primer lloc un recorregut per l’estat del coneixement dels arcs 
d’obra de fàbrica des dels seus inicis fins una anàlisi de les tècniques i les teories aparegudes 
en els últims segles.  
 
Per altre banda explica el desenvolupament de l’anàlisi límit, per analitzar les estructures 
d’obra de fàbrica, explicant el mètode de càlcul per una posterior adaptació en el programa 
informàtic. Així com la creació d’un manual d’usuari per el seu ús.  
 
Finalment s’han analitzat exemples reals utilitzant el programa elaborat per tal de validar el 
seu ús i validesa de càlculs.  
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2 ESTAT DEL CONEIXEMENT 
 
2.1 Introducció 
 
L’arc, l’element bàsic en l’arquitectura de fàbrica, té una forma que li permet a l’estructura 
sostenir-se al damunt de dos recolzaments distants utilitzant materials que resisteixen bé les 
compressions, una força que tendirà a contraure l’estructura, i poc o gens les traccions. Són les 
dovelles de l’arc les que s’empenten entre si quan intenten caure mogudes per la gravetat, i 
són precisament aquestes empentes les que el mantenen en equilibri. Per aquest motiu diu un 
antic proverbi àrab que l’arc mai dorm, perquè sempre està empenyent. Per altre banda 
l’equilibri s’aconsegueix gràcies a la geometria, d’aquesta manera, és possible la construcció 
d’arcs de fàbrica segurs, ja que estableixen certes relacions entre dimensions dels elements 
estructurals. El lloc geomètric del centre de forces de compressió forma una línia, la línia 
d’empentes. La forma per tant depèn, de la geometria de l’arc, de les seves càrregues i de la 
família de juntes planes considerades. 
  
L’aparició dels ponts d’arc de pedra, no és més que la història d’una necessitat, la de salvar les 
grans llums que representaven els rius o les orografies abruptes dels territoris. L’apartat 2.2 la 
informació fa referència a la tesi de Martínez A. (2011) i l’article de Torres J. (1989). A l’apartat 
2.3 l’article de Huerta (1996). I al 2.4 els llibres Huerta (2004), Sánchez N. (2011) i Martínez J. 
Martín-Caro J. i León J. (2001) i la tesis de Huerta (1990). 
 
 
2.2 Evolució història dels arcs d’obra de fàbrica 
 
Els arc de fàbrica van aparèixer per primer cop a Babilonia fa uns 6.000 anys, els inques i els 
asteques van construir en fàbrica durant segles sense conèixer l’arc. Tot i que alguns 
historiadors, el situen al voltat del 2.900 a.C. en l’antiga cultura xina.  
 
Gràcies al poble etrusc, que dominava la tècnica de la construcció de voltes mitjançant 
dovelles amb juntes orientades perpendicularment a la línia de l’intradós de l'arc, es va arribar 
al coneixement del funcionament dels arcs constituïts per dovelles treballant a compressió. 
Sembla ser que van ser ells qui va transmetre aquest coneixement als romans, els quals en van 
fer un gran ús.  
 
A partir d’aquí els romans varen explotar el pont d’arc, en tot l’Occident, com a conseqüència 
d’una política que procurava dotar a tot el territori de l’imperi d’unes bones infraestructures.  
 
La major part dels arcs romans eren semicirculars però també construïen arcs rebaixats 
(escarsers). Les piles dels ponts eren extraordinàriament amples, amb relacions de fins ¼ o ⅓ 
de la llum, de manera que suportaven àmpliament l'empenta horitzontal transmès pels arcs i 
Procediment automatitzat per a l'anàlisi d'arcs d'obra de fàbrica 
6 
 
permetien, d'aquesta manera, l'execució independent de cada buit. No obstant això, unes piles 
de tal magnitud suposaven un gran obstacle al pas natural de l'aigua i patien sota l'acció de les 
riuades, que han estat sens dubte la major causa de col·lapse d'aquestes estructures. 
 
Després de l'època romana, l'art de la construcció d'arcs d’obra de fàbrica va caure en l'oblit 
durant molt de temps i pràcticament va quedar paralitzada. No va ser fins a l’Edat Mitjana, 
sota la influència de l’Església, quan van reaparèixer. És aquí on sorgeixen els arcs apuntats, i 
els de 3 centres. Això no respon a cap tipus d’innovació estructural, sinó com a conseqüència 
de la moda gòtica dels arcs apuntats provinents de l’Orient Mitjà que foren adoptats per a 
grans construccions arquitectòniques. 
 
Amb el Renaixement, va sorgir un nou corrent en el disseny d’arc d'obra de fàbrica. Es van 
descartar els arc semicirculars perquè la seva alçada estava condicionada per la llum, i es va 
optar pels arcs rebaixats, apuntats i parabòlics, que permetien una gran varietat d'alçades per 
a una llum determinada alhora que milloraven el comportament estructural, en apropar-se 
més a la forma antifunicular de les càrregues. Des de llavors va començar a ser possibles arcs 
de llums majors. A aquest període pertany el Ponte Vecchio de Florència, construït el 1345, 
figura 2.1. 
 
 
Figura 2.1. Ponte Vecchio (1345), Florència, Itàlia. 
 
Cap a la fi de la Renaixença italiana, s’introdueix una altra innovació, l’arc “carpanel” o el·líptic. 
Per primera vegada a la història el traçat s’aproximà a les condicions òptimes de resistència. 
França més que cap altre país desenvolupà aquesta idea a finals del s. XVI. Entre els segles XVI i 
XVIII va ser l'època dels grans constructors francesos, com Jacques Ange Gabriel, qui va 
dissenyar el Pont Neuf de París (1578-1607), pont de pedra sobre el riu Sena, en el qual va 
introduir per primera vegada els "cornes de vache" (banyes de vaca). 
 
Un altre d'aquests grans constructors va ser Jean Rodolphe Perronet, qui va intuir i demostrar 
l'existència de l'equilibri horitzontal entre les voltes consecutives d'aquest tipus de ponts, i per 
tant, que les piles en aquests casos només resisteixen esforços verticals deixant que l'empenta 
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horitzontal quedi compensat amb l'empenta del buit contigu. Arran d'aquest raonament, els 
brancals van començar a guanyar esveltesa de manera que la construcció de les voltes ja no es 
podia fer de forma independent, pel fet que les empentes horitzontals no quedarien 
equilibrades i, per tant, era necessari el descintrat simultani de tots els arcs. 
 
També va aportar les voltes de diversos centres, conegudes com "anse de Panier". Aquestes 
voltes es caracteritzaven per tenir fletxes rebaixades de fins 1/10 de la llum, rematades 
lateralment amb forma de les banyes de vaca. Amb aquest tipus de voltes s'augmentava el 
cantell dels arcs en les seves arrencades, compensant així l'acusat rebaixament. 
 
Des de la segona meitat el segle XVIII, amb la construcció de nombrosos canals, fins a principis 
del segle XX, amb el desenvolupament de la xarxa ferroviària, hi va haver èpoques de grans 
construccions.  
 
Però des de la primera guerra mundial són pocs els arcs d'obra de fàbrica que s'han construït, 
sobretot a causa de l’aplicació de l'acer i el formigó armat a principis de segle, introduint dos 
nous materials a la construcció d’estructures. No obstant això, aquest desinterès per les 
estructures d'obra de fàbrica no s'ha donat a tot el món. A l’Àsia, especialment a la Xina, els 
ponts en arc tenen una tradició mil·lenària molt més llarga que la occidental i que s’ha 
desenvolupat paral·lelament fins avui en dia. 
 
 
2.3 El càlcul tradicional 
 
En aquest apartat s’expliquen les línies del desenvolupament de la teoria científica de l’arc 
d’obra de fàbrica, des de les primeres aportacions conegudes fins a l'actualitat. Leonardo da 
Vinci (1452-1519) va ser el primer a intentar un estudi mecànic dels arcs. En particular, en el 
Còdex de Madrid, en el qual apareixen nombrosos dibuixos geomètrics d'experiments ideats 
per comprendre la forma en que empenyen els arcs i resisteixen els seus brancals, figura2.2.  
 
 
Figura 2.2. Leonardo da Vinci, Assajos sobre arcs (Còdex de Madrid, Biblioteca Nacional). 
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No obstant, era desconeixedor de l'eina fonamental per estudiar l'equilibri de qualsevol 
estructura: la llei del paral·lelogram de forces. De fet, els seus anàlisis es veuen seriosament 
condicionats per confuses idees de la mecànica medieval, que ni tan sols dominava. Malgrat 
això va realitzar uns enginyosos assajos per determinar l'empenta dels arcs o per conèixer 
l'equilibri de les dovelles. També li correspon a ell el descobriment del mecanisme correcte de 
col·lapse dels arcs per formació d'articulacions. 
 
A Anglaterra és Roberl Hooke qui, cap a 1670, planteja per primera vegada en termes científics 
el problema de l'arc. Uns anys més tard dóna la resposta i proposa la catenària com figura 
ideal: "De la mateixa manera que penja el fil flexible, així, però invertit, se sostindrà l'arc rígid", 
va escriure en forma de anagrama al final d'un dels seus llibres, figura 2.3. Sembla, a més, 
provat que Hooke va aplicar la seva teoria quan va col·laborar amb Wren en el projecte de la 
cúpula de Sant Pau. 
 
 
Figura 2.3. El principi de la catenària invertida de Hooke (segons Poleni, 1748). 
 
Uns trenta anys més tard, el 1698, Greqory formula de manera independent (l'anagrama de 
Hooke que va ser desxifrat el 1705) el mateix principi i exposa la condició d'estabilitat d'un arc: 
"Només la catenària (invertida) és la forma correcta d'estabilitat d'un arc. I si arcs d'altres 
formes se sostenen és perquè en el seu gruix hi ha continguda una catenària". A més, es va 
adonar que l'analogia de la catenària serveix també per dimensionar els brancals. 
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A França, Philippe de la Hire fa servir un enfocament diferent per intentar entendre la 
mecànica de l'arc de dovelles. Utilitza la teoria de la falca, imaginant que els dovelles no 
presenten raonament entre si. Primer, en la seva «Traité de Mécanique». Aborda el problema 
de quin ha de ser el pes de les dovelles perquè l'estabilitat sigui possible; per trobar la relació 
entre els seus pesos empra el polígon funicular. No obstant això, la hipòtesi amb d'absència de 
raonament entre les dovelles portar a resultats absurds, com que un arc semicircular per ser 
estable necessitaria d'una càrrega infinita en les seves arrencades. 
 
Posteriorment pública la seva memòria “Sobre la construcció de les voltes en els edificis”. Aquí 
observa que quan els brancals son suficients l’arc o volta es trenca cap a la meitat entre la clau 
i les arrencades; suposa doncs, que la meitat del semicercle, figura 2.4, actua com una “falca” 
que llisca sense fregament sobre el pla. El procediment que anomenaríem “límit” o “a 
ruptura”; imagina un mode de col·lapse y estableix l'equilibri entre les parts, però la forma de 
col·lapse és incorrecte (no té en compte el fregament entre els dovelles) però els resultats van 
gairebé sempre a favor de la seguretat.  
 
Figura 2.4. Càlcul dels estreps pel mètode de la falca (La Hire, 1712). 
 
El primer anàlisi basat en aquesta hipòtesi correspon a P. Couplet, que després de considerar 
en la seva memòria la hipòtesi d'absència de fregament, considera en la segona part la 
impossibilitat de lliscament, produint per tant el col·lapse quan es formen suficients 
articulacions com per convertir l’arc en un mecanisme. Couplet s'ocupa en primer lloc del 
mínim cantell d'un arc compatible amb l'estabilitat, i el calcula per a un arc de mig punt, figura 
2.5 (a), i per un arc escarser; més endavant estudia l’empenta dels arcs amb vista a calcular els 
brancals, figura 2.5 (b). Couplet fixa arbitràriament la junta de ruptura entre la clau de volta i 
les arrencades a 45° si bé l'error que això produeix és mínim. 
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Figura 2.5. a) Arc límit de mig punt i b) càlcul dels estreps d’un arc (Couplet, 1730). 
 
La verificació experimental de l’anàlisi de Couplet va venir una mica més tard. Al 1732 Danizy 
pública a les Actes de l’Acadèmia de Montpellier els resultats d’uns assajos amb petits models 
d’arcs de guix que demostraven el mecanisme de ruptura proposat per Couplet, figura 2.6. 
 
 
Figura 2.6. Col·lapse d’un arc de dovelles per formació d’articulacions (Danizy, 1732). 
  
El primera anàlisi completament general de la mecànica dels arcs correspon a Coulomb. En 
1776 presenta a l'Acadèmia Reial de Ciències de París una memòria senzilla i clara. De fet 
Coulomb "resol" el problema de la teoria de l'estabilitat dels arcs de fàbrica, establint la base 
matemàtica de les diferents maneres de col·lapse possibles, incloent la possibilitat de 
lliscament. 
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Coulomb analitza una volta simètrica i, com La Hire, aïlla una part per un cert pla hipotètic de 
tall. L'empenta horitzontal a la clau de volta, desconegut, estarà comprès entre certs valors 
límits (màxims i mínims) en les hipòtesis tant de fallada per lliscament (considerant fregament i 
cohesió) com per "bolcada" al voltant de les arestes superior i inferior. Coulomb afirma que la 
sentència per lliscament és molt estranya i proposa a efectes pràctics estudiar només la 
possibilitat de col·lapse per bolcada. Per trobar la posició de la junta de ruptura més 
desfavorable suggereix l'ús del mètode de màxims i mínims. 
 
 
2.4 Anàlisi de l’estructura de fàbrica 
 
2.4.1 Materials 
 
El material fàbrica és un material compost resultat de la combinació dels elements que 
s’esmenten a continuació: pedra o maó i morter. Al llarg de la història de la construcció de 
fàbrica s'han emprat en tot tipus de fàbriques. Existeixen també fàbriques mixtes que 
combinen un o diversos dels tipus anteriors. Així, doncs, les fàbriques mixtes, lluny de ser una 
excepció, són gairebé la norma.  
 
- Pedra 
 
En la construcció d'edificis i obres públiques s'han emprat, en general, tot tipus de pedres 
excepte les més fràgils. L'elecció de la pedra depèn de molts factors: resistència, durabilitat, 
facilitat de treball, etc. La proximitat i capacitat de transport de la pedrera era així mateix 
important. D'altra banda, si la pedra va a l'exterior, formant un parament extern, ha de ser 
capaç de resistir les inclemències del temps: pluja, gelades, canvis de temperatura. El fenomen 
és molt complex i antigament Vitruvi recomanava, per verificar la qualitat d'una pedrera nova, 
deixar-ne unes exposades a l'aire lliure durant dos anys. Transcorregut aquest temps, les que 
estiguin sanes, «aprovades per la Naturalesa», diu Vitruvi, «es podran utilitzar i resistiran a la 
construcció de parets exteriors». Les propietats mecàniques de les pedres només es van 
començar a estudiar de forma científica a partir de mitjans del segle XVIII.  
 
La resistència a tracció de les pedres és considerablement menor que la resistència a 
compressió. 
 
- Maó  
 
El terme maó es refereix a una pedra artificial fabricada principalment a partir d'argila. Els 
primers maons es remunten a uns vuit mil·lennis abans de la nostra era a Mesopotàmia 
(Sauvage 1998). Des de llavors, hi ha hagut considerables variacions de forma, mida i 
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fabricació, figura 2.7. Des del punt de vista de les seves propietats mecàniques la distinció 
principal està entre maons crus o toves, assecats al sol, i maons cuits en forns. A partir de 
l'època romana es va generalitzar l'ús dels maons cuits en les obres monumentals, quedant 
relegats les toves a les construccions més modestes. Els maons cuits presenten una resistència 
a compressió molt superior als toves, però en general, inferior a la de les pedres més usuals. 
Els maons cuits de l'època romana o bizantí tenen resistències a compressió similars als 
actuals, és a dir, entre 7-30    ⁄ . 
 
La resistència a tracció dels maons és molt baixa, al voltant del 3% de la resistència a 
compressió, molt menor, en comparació, que la de les pedres. 
 
Les mateixes consideracions pel que fa al caràcter fràgil del material són d'aplicació i, en 
conseqüència, no es sol considerar aquesta resistència en l'anàlisi. 
 
 
Figura 2.7. Nomenclatura per les dimensions i cares de les peces de fàbrica. 
 
- Morters 
 
Es diu morter o argamassa a l'element que es disposa entre les pedres o maons, tractant de 
proporcionar un millor seient i donar cohesió a la fàbrica. La naturalesa dels morters és molt 
variable. Al principi la pròpia terra argilosa es va emprar com morter, però, en general, els 
morters tradicionals són els morters de calç, fets barrejant calç apagada, sorra i aigua. Els 
romans van arribar a fabricar morters de gran qualitat i inventar el morter hidràulic (afegint 
pols de putzolana o ceràmica picada). La qualitat dels morters romans només va ser igualada al 
segle XIX. També s'han emprat tradicionalment morters de guix, principalment en la 
construcció paredada. A vegades es barrejava el guix amb la calç per accelerar l'enduriment. 
Els morters actuals són a base de ciment.  
 
La resistència a tracció dels morters és encara més baixa que la dels maons; Vicat, per 
exemple, dóna valors compresos entre 0.1 i 1.0     ⁄  per als casos més habituals (Navier 
1826; Marvá 1902) recomana no prendre més de 1/20 de la resistència a compressió.  
 
Una propietat significativa del morter és l'adherència; aquesta ha de ser prou alta com perquè 
aquest no es desprengui de la pedra o del maó. Alguns autors han volgut donar una 
importància mecànica a l'adherència, pensant que d'aquesta manera es podria transmetre 
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esforços de tracció entre els elements. Segons els assaigs realitzats per Boistard, Rondelet i 
altres a principis del segle XIX (Marvá 1902), l'adherència entre morter de calç i pedra oscil·la 
entre 0.07 i 0.2    ⁄ . Entre morter de guix i maó pot arribar a 1     ⁄  (Marvá 1902). 
 
 
2.4.2 Propietats mecàniques dels materials 
 
Les propietats mecàniques depenen fonamentalment de la naturalesa del material que 
utilitzem. Aquestes propietats mecàniques a efectes d'anàlisi estructural són la densitat, el 
mòdul de deformació longitudinal i la resistència a compressió. També se sol determinar 
directament la resistència a flexo-tracció del material. Altres propietats interessants com les 
relacionades amb els paràmetres de deformacions o de fractura no se solen determinar 
experimentalment.  
 
El pes específic   dins l’anàlisi estructural, determina la majoria de les càrregues gravitatòries 
que suposen la principals sol·licitacions en l’estructura. Es defineix com el pes conegut del 
material [  ] per unitat de volum [  ]: 
 
  
 
 
 
 
Segons diferents autors els pes específic per els maons oscil·la entre els 17     ⁄  per maons 
tous fins als 23     ⁄  per maons de clinker.  
 
La veritat de la resistència del maons es molt gran. Els maons de fabricació actuals se situen 
entre un mínim de 10-15    i un màxim de 100     per maons d’argila. La norma fixa una 
resistència a compressió dels maons massissos i perforats valors no inferiors a 100      ⁄ , 
mentre que per als maons buits aquest valor no ha de ser inferior a 50      ⁄ . 
 
La norma fixa els valors del mòdul deformació per les rajoles estan compresos entre 1000 i 
5000    per maons tous i 15000 i 20000    per maons de clinker. 
 
 
2.4.3 Tipologia 
 
A continuació s’exposen les quatre tipologies d’arc de les quals s’anirà parlant més endavant. 
Aquetes geometries podran ser utilitzades en el programa, l’arc de mig punt, apuntats, 
el·líptics i parabòlics, així com les diferents tipologies de brancals: 
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- Mig punt 
 
Anomenat també rodó, circular. És un tipus d'arc que en l'intradós té la forma d'un semicercle. 
El centre de la circumferència està a l'altura de les impostes, per tant la seva fletxa és igual a la 
meitat de la seva llum, figura 2.8 (a) i (b). 
 
(a)   (b) 
 
Figura 2.8.  a) Geometria i b) relacions geomètriques de l’arc de mig punt. 
 
- Apuntats 
 
L'arc apuntat, també anomenat arc ogival, és una tipologia extensa d'arcs que estan 
compostos per dos trams d'arcs formant un angle central en la clau de volta. Se sol emprar en 
contraposició geomètrica l'arc rebaixat. L'arc apuntat transmet millor l'empenta lateral que un 
de mig punt, això fa que s'obtingui major sensació de verticalitat, figura 2.9 (a) i (b). 
(a)      (b) 
Figura 2.9.  a) Geometria i b) relacions geomètriques dels arc apuntats. 
 
- El·líptics 
 
El procediment es limita a construir la branca superior d'una el·lipse. Aquest tipus d'arc, 
generalment rebaixat, es pot construir també peraltat, figura 2.10. 
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(a)   (b) 
 
Figura 2.10.  a) Geometria i b) relacions geomètriques dels arc el·líptics. 
 
- Parabòlics o Funicular  
 
Aquest arc aporta una gran esveltesa amb una resistència extraordinària pel que fa al suport 
dels esforços i càrregues, figura 2.11. En les construccions de certa envergadura aquest tipus 
d'arcs estaven recolzats per arcbotants, ja que necessitava del reforç per a la transmissió 
lateral de càrregues. 
 
(a)     (b) 
 
Figura 2.11.  a) Geometria i b) relacions geomètriques dels arc parabòlics. 
 
 
- Brancals 
 
Un brancal es cada una de les dos peces disposades verticalment, a ambdós costats del mateix, 
que aguanten un arc. Normalment els brancals solen estar elaborats en maó, maçoneria o 
fusta. A la figura 2.12 es mostren les diferents geometries de brancals que es poden definir en 
el programa. 
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(a) (b) (c)  
Figura 2.12. Diferents geometries de brancals que es poden definir en el programa.  
 
 
2.4.4 Elements estructurals 
 
Els arcs estaven formats de diversos elements, alguns d'ells tenien denominacions pròpies que 
s'han anat comunicant en els diversos tractats de construcció. En molts casos, el disseny d'arcs 
necessita d'un conjunt de definicions que permet descriure les distàncies relatives entre 
elements. Aquests principals elements i dimensions que composen els arcs d’obra de fàbrica 
són (figura 2.13):  
 
1. Directriu: La línia descrita per l'arc. Se sol considerar equidistant de l'intradós i 
l'extradós. 
2. Dovelles: Peces en forma de tascó que componen l'arc i es caracteritzen per la seva 
disposició radial. La dovella del centre, que tanca l'arc, s'anomena clau, i les dues 
dovelles adjacents contraclaus. Les dovelles dels extrems, que reben el pes de l'arc, 
s'anomenen salmers, coixins o dovelles d'arrencada. Les dovelles properes a aquestes 
s'anomenen ronyons. 
3. Extradós: És la superfície que forma la part exterior (o superior) de l'arc. 
4. Imposta: Peça o filera de peces on arrenca l'arc. Solen tenir una mica de sortint o 
volada, de funció decorativa, en forma de cornisa. 
5. Intradós: És la superfície que constitueix la part interior o inferior de l'arc. 
6. Fletxa: Alçada de l'arc, que es mesura des de la línia d'arrencada fins a la clau. 
7. Llum: Amplada de l'arc. 
8. Carcanyol: Espai comprès a sobre de l'arc i els elements propers. La seva aportació 
depèn molt del seu gruix i de la geometria de l’arc. En arcs de mig punt solen ser 
bastant importants, però la seva contribució decau amb el rebaixament dels arcs. En 
ponts multi-arc poden oferir força rigidesa al conjunt per a càrregues de servei. No 
obstant això, quan es carrega fins a ruptura els moviments en els arcs provoquen als 
murs esforços de flexió que aquests són incapaços de resistir, de manera que a part 
d’una certa imbricació entre les parts en que queda dividit, només es poden comptar 
com a pes mort. 
9. Fondària: Profunditat de l'arc. 
10. Cantell: Gruix de les dovelles. 
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11. Reble: Material amb què s’omple la part superior de l’arc. Normalment esta format 
per fragments de pedra petita. 
12. Brancal: Son el suports verticals situats en cada un dels costats d’un arc que va situat 
sobre seu. 
 
Figura 2.13. 1 Directriu, 2 Dovelles, 3 Extradós, 4 Imposta, 5 Intradós, 6 Fletxa, 
7 Llum, 8 Carcanyol, 9 Fondària, 10 Cantell, 11 Reble, 12 Brancals. 
 
 
2.5 Teoria de l’arc d’obra de fàbrica 
 
2.5.1 Línies d’empenta 
 
La línia d’empentes es el lloc geomètric del punt de pas dels esforços per un sistema de plans 
de talls donats. La idea principal de la línia d’empentes fou donada per Hooke (ca. 1670) en la 
seva analogia amb els cables.  
 
El primer en proposar un principi general que permetés fixar la posició de la línia d’empenta va 
ser Moseley (1843). El seu sistema estava enfocat en resoldre el problema de trobar les 
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reaccions en estructures hiperestàtiques rígides. Aplicat el cas dels arcs, diu que la veritable 
empenta es l’empenta mínima. Aquesta teoria fou adoptada per Scheffler (1857), on la va 
elaborar i difondre. Però Poncelet (1852) va avançar quina seria la principal línia de 
investigació, que per trobar la veritable línia d’empenta tenia que considerar les propietats 
elàstiques del material.  
 
Durant molt de temps els enginyer es van resistir a utilitzar el càlcul plàstic, ja que les teories 
de l’arc rígid de fàbrica fins aquell moment havien funcionat bé. Tot això Saavedra (1860), 
Castigliano (1879) i Winkler (1879), van decidir que l’única solució era aplicar el càlcul elàstic 
en els arcs de fàbrica. Amb les equacions d’equilibri, las del material elàstic i las de 
compatibilitat es podria finalment trobar una única línia d’empenta. A partir d’aquí van anar 
sortint varies formes de calcular les línies d’empenta relacionades amb el mètode d’anàlisi 
elàstic, fins que es va considerar que la teoria elàstica era la més adequada per calcular els arcs 
de fàbrica i la veritable línia d’empentes era la corresponent al estat normal de l’arc. 
 
 
 
Figura 2.14. Efectes d’un petit moviment ens els brancals. a) Després de retirar el cindri, l’arc empeny 
amb una determinada línia d’empenta. b) Els brancals cedeixen lleugerament creant articulacions. c) La 
línia d’empentes ha de passar per les articulacions. (Heyman 1969) 
 
La clau va ser considerar l’efecte dels petits moviments per considerar les característiques 
essencials del material, que es resumeixen en l’anàlisi límit de la fàbrica, enunciats per 
Heyman. Aquests són un material rígid amb resistència infinita a compressió, nul·la a tracció i 
fallada per lliscament impossible. Aquets teoremes estaven aplicats a les teories de voltes, 
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però en els arcs no. Precisament el professor Heyman va ser qui va continuar desenvolupant 
les teories en els arcs després d’una parada de més de cent anys.  
 
Un arc de fàbrica amb dovelles, un cop tret el cindri, comença a empenya contra els brancals, 
segons una certa línia d’empentes, figura 2.14 (a). Els brancals cediran lleugerament una mica i 
la llum incrementarà poc. Per adaptar-se al moviment l’arc només pot esquerdar-se, figura 
2.14 (b). Els dos blocs s’articulen un a l’altre, i això precisament, amb la capacitat de formar 
aquest tipus d’articulacions que és la característica essencial del material de fàbrica. Un cop 
amb esquerdes l’arc, la línia d’empentes ha de passar necessàriament per les esquerdes 
articulades, i la seva posició queda fixada, figura 2.14 (c).  
 
En aquest cas, la estructura resultant es un arc triarticulat, aquesta configuració es visible en la 
clau de volta de molt nombrosos arcs de ponts i edificis.  
 
La posició de les articulacions depèn de la forma de l’arc i de línia d’empentes. Per arcs 
rebaixats com l’anterior les articulacions es formen en la clau de volta i en els arrencaments. 
En canvi pels arcs de mig punt les articulacions es formen mes amunt, en el punt de tangència 
de la línia d’empentes, figura 2.15 (a). Si els punts de suport de l’arc s’apropen, l’arc s’ha 
d’adaptar a la nova configuració amb noves esquerdes, figura 2.15 (b). D’aquesta manera 
tenim dos esquerdes en els suports. En aquest últim cas la línia d’empentes adopta una 
situació mes rebaixada i l’empenta es fa màxima.  
 
 
Figura 2.15. Típiques esquerdes d’un arc d’obra de fàbrica. a) petites separacions dels suports, empenta 
mínima. b) Petit acostament dels suports, empenta màxima. (Heyman 1999) 
 
Donat un massís de fàbrica, figura 2.16, compost per un apilament de pedres sense morter i 
qualsevol forma, podem definir la línia d’empentes com al lloc geomètric del punt de pas de la 
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resultant de les forces per cada un dels plans. La serva forma depèn de la geometria de la 
fàbrica, però també del sistema de plans de tall considerats. En aquestes condicions la 
resultant no te perquè ser tangent a la línia d’empentes. 
 
Línia d’empentes (línia de punts) es el lloc geomètric del punt de pas de la resultant per 
aquests plans de tall donats.  
 
 
Figura 2.16. Línia d’empentes en un massís de fàbrica (Moseley 1843). 
 
La línia d’empentes es pot aplicar en els arcs de dovelles, i s’ha de triar un sistema de plans de 
tall. Es pot determinar que l’empenta ha de ser inclinada, i com que les càrregues son verticals, 
les empentes horitzontals han de tenir la mateixa component en tot l’arc. La component 
horitzontal que es transmet fins els arrencaments es denomina empenta de l’arc. Les últimes 
dovelles de l’arrencament empenyen contra la el brancal o la cimentació, i aquests han de 
tenir les dimensions suficients per resistir-la.  
 
L’empenta màxima correspon a la línia amb mínim peralt continguda dins l’arc, i l’empenta 
mínima correspon a línia amb peralt màxim continguda dins l’arc, figura 2.17.  
 
 
Figura 2.17. Línies d’empenta màxima (α’’ ϒ’’ β’’) i mínim (α’ ϒ’ β’). (Méry 1840) 
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Els brancals han de resistir l’empenta de l’arc que suporten. El problema de solució dels 
brancals es considera un senzill problema d’estàtica, ja que el problema principal recau en el 
càlcul de l’empenta de l’arc. Si es considera un brancal com un bloc rígid i monolític pot anar 
en contra de la seguretat. Normalment consten de talls horitzontals (figura 2.18) i la 
possibilitat de fallada per ruptura del brancal.  
 
Si es considera com a coneguda l’empenta de l’arc, l’estabilitat del brancal es un problema 
estàticament determinat. La línia d’empentes ha d’estar continguda dins del brancal perquè no 
es produeixi una falla per lliscament, les inclinacions de les empentes no tenen que superar 
l’angle de fregament corresponent. En el cas de la figura 2.18 la línia d’empentes surt en una 
junta intermèdia, on el brancal col·lapsaria parcialment per bolcada.  
 
(a)   (b) 
Figura 2.18. Brancals amb plans verticals (Huerta 2004). 
 
Méry va determinar un sistema per trobar les línies d’empenta. Considerant un arc qualsevol 
en equilibri, en la qual substituïm el semi-arc de la dreta per l’empenta que produeix en la clau 
de volta Q, les condicions d’equilibri no es veuran alterades (figura 2.19). Descomponem el 
semi-arc en un nombre qualsevol de dovelles, en aquest cas de cinc. Estudiem per separat 
l’equilibri en cada una de les dovelles. En el cas de la dovella 1 està sotmesa a la força Q i al seu 
pes propi P1 aplicat a un centre de gravetat g1. Com que totes les dovelles entén en equilibri, la 
dovella 2 rep una reacció igual i contraria a la resultant de P1 i Q, trobant la resultant R1 
d’aquetes dues forces, tindrem una força igual i contraria a dita reacció, que serà l’acció 
transmesa per la dovella 1 a la dovella 2. El punt de reacció de la força R1 a la dovella 2 serà el 
punt de intersecció b amb la junta corresponent.  
 
De la mateixa forma determinarem l’equilibri en la dovella 2, però ara les forces inicials seran 
R1 i al seu pes propi P2 aplicat al seu centre de gravetat g2. Determinem la reacció igual i 
contraria de la dovella 3 amb la resultant de R1 i P2 que serà R2, trobant el punt d’intersecció c 
de R2 amb la junta de separació de les dovelles 2 i 3. Així i seguint els mateixos passos 
trobarem la resta punts de la línia d’empentes.  
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Figura 2.19. Exemple gràfic del mètode Méry per el càlcul de les línies d’empenta (Gaztelu 1896). 
 
 
2.5.2 Càlcul gràfic de les línies d’empenta 
 
El càlcul gràfic de les línies d’empentes era massa llarg per ser utilitzat com una eina habitual 
per els enginyers. Faltava trobar un mètode de càlcul de línies d’empentes suficientment clar i 
senzill per una aplicació pràctica. Els mètodes gràfics proposats per Méry (figura 2.20) i mes 
tard per Barlow Snell i Scheffler, permetien obtenir de forma semi-gràfica i amb relativa 
facilitat una línia d’empentes, però no era fàcil establir relacions entre diferents línies 
d’empenta.  
 
 
Figura 2.20. Exemple del mètode gràfic per un arc simètric proposat per Méry.  
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El gran pas va ser l’aplicació dels polígons funiculars i forces, i propietats projectades, a la 
determinació de les línies d’empenta. Això va simplificar molt el procés d’obtenció de línies 
d’empenta. A partir del 1870 va ser de les més utilitzades per enginyers i arquitectes. Rankine 
(1856) fou el primer en expressar aquest sistema de càlcul, però tenia un tractament molt 
teòric i matemàtic. Culmann (1866) va desenvolupar i popularitzar el mètode gràfic de la línia 
d’empentes. 
 
 
2.5.3 El càlcul plàstic 
 
El desenvolupament del càlcul plàstic està lligat al segle XX a arrel del desenvolupament plàstic 
per estructures d’acer. Amb el mètode plàstic, el col·lapse d’una estructura sotmesa a esforços 
de flexió, axials y tallant es produeix un cop format el nombre suficient de ròtules plàstiques 
per transformar l’estructura en un mecanisme (nombre de ròtules plàstiques = grau de 
hiperestatisme +1). En totes les secciones de l’estructura les tensions existents tenen que ser 
menors a la tensió de plastificació, això implica que el moment actuant ha de ser menor o igual 
al moment plàstic     . 
 
Podem enunciar que es considera com a carga de ruptura, aquella que origina la plastificació 
del nombre suficient de ròtules perquè un element de l’estructura o l’estructura per complet 
es converteixi en un mecanisme.  
 
El punt on la línia d’empenta toqui al extradós i intradós de l’arc, indicarà el punt de formació 
d’una ròtula. En els primers treballs de Coulomb ja es recullen les possibles fallades per 
articulacions i s’especifica que la línia d’empentes no té que tocar a l’intradós ni a l’extradós. 
Kooharian (1953) fou el primer en formular l’anàlisi plàstic per l’obra de fàbrica. Heyman 
s’encarregà de desenvolupar el mètode i portar-lo als arcs d’obra de fàbrica.  
 
Tenim tres teoremes fonamentals del càlcul plàstic o anàlisi límit: 
- Teorema del límit inferior: 
S’encarrega de dels estats d’equilibri, i estableix que si per un cert valor de la càrrega 
és possible trobar una línia d’empenta en equilibri amb les càrregues, aquesta càrrega 
es inferior al a la càrrega de col·lapse i en conseqüència l’estructura no s’enfonsarà.  
- Teorema del límit superior: 
S’ocupa del estat de col·lapse i estableix que per un cert mecanisme de col·lapse, 
escollit arbitràriament, la carga de col·lapse calculada es superior a la carga de 
col·lapse real.  
- Teorema de la unicitat: 
Estableix una càrrega de col·lapse única per l’estructura. En el nostre cas es la màxima 
carrega mòbil que pot suportar l’estructura abans de desenvolupar les suficients 
ròtules i transformar-se en un mecanisme.  
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Tots aquests teoremes foren publicats per Heyman (1966) en l’article «The Stone skeleton» 
(l’esquelet de pedra), així com les tres principis bàsics que ha de complir el material d’obra de 
fabrica per l’anàlisi de qualsevol estructura de fàbrica. D’aquests principis bàsics suposem en 
primer lloc que la resistència a la compressió és infinita, el que suposa entendre que realment 
el material de l'arc és capaç de suportar qualsevol càrrega sense que s'ensorri. Per contra, la 
segona hipòtesi és que el material tingui una resistència a la tracció nul·la. I tercer que la 
caiguda per lliscament de les dovelles sigui impossible, el que suposa que la resistència o 
adhesió entre elles és suficient com per mantenir l'estructura de l'arc en la seva forma 
inicialment dissenyada. A partir d'aquestes tres hipòtesis es formulen dos principis sobre 
l'estabilitat i caiguda dels arcs. 
 
- El primer d'ells s'enuncia de la següent manera: El col·lapse d'un arc carregat no es 
produirà si en cada estat successiu de càrrega que travessa l'estructura és possible 
trobar un estat d'equilibri estàticament admissible. 
- Dins la mateixa línia es té un segon principi: El col·lapse d'un arc es produirà si pot 
trobar una configuració de col·lapse cinemàticament admissible.  
 
En la teoria de col·lapse d'arcs es pot dir que un arc és segur quan hi ha una línia d'empentes 
estàticament admissible en el seu interior. L'expressió: estàticament admissible, ve a indicar 
que l'estructura de càrrega està d'acord amb les lleis de l'estàtica. Aquest principi neix de 
l'observació d'arcs esquerdats que van perdurar durant segles amb una configuració 
d'equilibri, diferent de la dissenyada inicialment.  
 
Una configuració de col·lapse és una estructura en què sorgeix un cert nombre de ròtules (o 
articulacions). És a dir, un arc es desploma quan hi apareixen tantes esquerdes que acaba 
convertint-se en un mecanisme (cinemàtic o amb moviment). L'aparició d'esquerdes provoca 
que l'arc es trobi en equilibri inestable. 
 
 
2.5.4 Tipologia de ruptura 
 
La forma en que línia d’empentes toca al contorn de l’estructura d’obra de fàbrica provoca 
l’esquerdes o articulacions. El nombre d’articulacions i el seu sentit es suficient per determinar 
el mode de col·lapse i d’enfonsament de l’estructura. 
 
Per arcs simètrics, figura 2.21 (a), hi ha dos formes de col·lapse, per enfonsament o per 
aixecament de la clau de volta. El col·lapse per enfonsament de la clau de volta es típic en els 
arcs de mig punt, rebaixats o el·líptics. Els trencaments amb aixecament de la clau de volta es 
típic dels arcs ogivals o també anomenats apuntats.  
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Per arcs no simètrics hi ha varies formes de col·lapse depenen de la seva configuració de 
càrregues o geometria. El tenir una geometria no simètrica o un conjunt de càrregues externes 
que no estiguin en equilibri, o els dos casos, el col·lapse de l’arc dependrà que quins siguin els 
valors d’aquests. En el cas de la figura 2.21 (b) tenim un arc amb geometria simètrica però que 
la càrrega mòbil no està centrada, es pot apreciar que el mecanisme de col·lapse té una ròtula 
menys que l’arc simètric. 
 
(a) 
 (b) 
Figura 2.21. a) Col·lapse d’un arc simètric. b) Col·lapse d’un arc amb asimètrica. 
 
 
Normalment es diu que si un brancal falla o fa girant com un sòlid rígid. Això suposa que part 
de la fàbrica esta treballant a tracció. De fet quan un brancal d’obra de fàbrica trenca col·lapsa 
es forma una superfície de fractura, quedant una part de la fàbrica al terra. Va ser mencionat 
per primer cop per Gauthey a finals del segle XVIII. El primer desenvolupament teòric es del 
segle XIX, per Joaquín Monasterio. 
 
En la figura 2.22 (a) es pot veure el col·lapse d’un pont, amb ròtula a la clau de volta. És 
evident que al fracturar-se el brancal, desprenent-se un cert prisma triangular de fàbrica, 
disminueix la seva resistència, de forma que la seva càrrega de col·lapse serà menor que la 
calculada per els brancals considerats monolítics.  
 
Navier considera els brancals com un continuo i suposa una fractura recta, utilitzant el mètode 
de màxims i mínims, similar al calcular les cunyes d’empenta als sòls contra els murs de 
contenció. En assajos realitzats Vicat (1832) confirma la idea de Monasterio. Dupuit (1870) va 
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considerar la fractura i intentar relacionar la forma amb la línia d’empentes del brancal. A la 
segona meitat del segle XIX la fractura en els brancals durant el col·lapse es va deixar de 
banda.  
 
 (a)  (b)   (c) 
Figura 2.22. a) Col·lapse d’un pont de fàbrica. b) Fractura del brancal considerant la fractura lineal, o 
brancal monolític. c) La fractura real del brancal depèn de la forma de l’obra de fàbrica.  
 
La solució del problema s’ha obtingut recentment. El 1992 Heyman va mostrar la forma de 
calcular la superfície de fractura durant el col·lapse, figura 2.22 (b) i (c). Va descobrir que la 
fractura era plana en cas de brancals rectangulars sotmesos a l’acció d’una empenta 
concentrada en el seu cap. La consideració de la fractura no només es important a l’hora 
d’estudiar el col·lapse, sinó també permet estimar amb precisió la seguretat geomètrica d’un 
brancal.  
 
 
 
Figura 2.23. Línia d’empentes que provoca el col·lapse en el a) brancal i b) arc.  
 
 
Finalment mostrem un exemple del col·lapse d’un arc d’obra de fàbrica amb el seu brancal, 
figura 2.23. Tal com s’explica en el capítol 3, es evident que amb el teorema de la unicitat és 
suficient per determinar la màxima càrrega de ruptura.  
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2.5.5 Seguretat en els arcs 
 
Alguns ponts arc trencaven i el problema no requeia en la fallada dels brancals o per excés de 
tensions en l’obra de fàbrica, l’error estava en la pròpia geometria del pont o l’arc. Per tant 
l’anàlisi de la seguretat en els arcs es basa en la seva geometria. Es a dir, se suposa que la 
fallada d’un arc no s’inicia ni per fallada (aixafament) del material ni per fallada dels brancals. 
L’anàlisi d’alguns ponts existents diuen que els nivells tensionals que poden arribar en 
aquestes construccions de fàbrica son baixos, i poden concloure que per a llums i formes 
típiques pràcticament no hi ha perill d’enfonsament degut a un excés de sol·licitud de material.  
 
El problema clàssic dels arcs en el segle XVIII era precisament determinar l’empenta sobre els 
brancals. La investigació detallada de l’arc només era d’interès per estimar el valor de 
l’empenta als brancals. Per això Boistard a finals de segle va fer una sèrie d’assajos per 
observar el comportament real de l’arc. Finalment Couplet va donar una solució completa al 
problema, amb nocions clares de la línia d’empentes i dels mecanismes de col·lapse. Tot i això 
la contribució de Couplet fou ignorada. Gregory (1697) va descobrir que la catenària era la 
forma correcta d’un arc de secció constant que només suportava el seu pes propi, i va establir 
que qualsevol altre forma d’arc se sostindria únicament si era possible que una catenària 
estigués continguda dins del seu cantell. Aquesta afirmació en termes de línies d’empentes es 
tracta d’una formulació prèvia del teorema del límit inferior de la teoria plàstica.  
 
 
2.5.6 Reble 
 
El terme de reble no té una definició clara, ja que en la majoria dels casos és vol fer referència 
a tot el que es troba situat per sobre l’arc de fàbrica. Per això, sota aquest terme s’engloba una 
gran diversitat de materials en estat i condicions variables. No només es important saber el 
tipus de material, sinó també l’estat en que es troba (grau de compactació, saturació, etc.).  
Normalment el reble era qualsevol element que és trobés a mà en el moment i lloc on es 
construïa el pont o l’arc. La constitució del mateix es podia variar entre un formigó romà o calç 
(rebles cimentats), i sorres o argiles (rebles solts).  
 
Cada cas en concret es un problema particular, però si hem d’esmentar que la línia d’empenta 
pot variar substancialment segons es faci una consideració o un altre. Les principals hipòtesis 
adoptades sobre la forma d’acció del reble són: 
1. Acció vertical: Se suposa que l'acció del reble s'exerceix verticalment sobre la part de 
extradós de l’arc, situada immediatament a sota. Això sembla evident a les zones de 
poca inclinació, però superat l'angle de fregament entre el farciment i la pedra no 
sembla una hipòtesi molt encertada. 
2. Acció hidrostàtica: S’aproxima el reble a un líquid que té el mateix pes específic i les 
mateixes dimensions. L'acció del reble es tradueix en una pressió que és, en cada punt, 
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normal a la superfície de l'extradós i la magnitud és igual a la que es produiria en la 
base d'una columna de material d'altura igual a la distància vertical entre aquest punt i 
el pla superior que delimita el reble.  
3. Acció geostàtica de Rankine: En aquest cas es té en compte l'empenta del terreny i la 
variació d'aquest amb la profunditat i la inclinació de la corba de l'extradós. 
 
La hipòtesi més utilitzada habitualment ha estat la de l’acció vertical, ja que en general, el 
menysprear les components horitzontals de la pressió del terreny o hidrostàtica, sol anar a 
favor de la seguretat, tal com es pot comprovar en la figura 2.24. Igualment s’ha de tenir molt 
present ja que perquè això depèn també de la forma del possible col·lapse de l’estructura. 
 
El desenvolupament més complert fins ara en aquest camp es el de Rankine (1858), però no va 
tenir molta influencia posterior. Harvey (1987) va estudiar la influencia de l’acció del terreny 
sobre la forma de les línies d’empenta, figura 2.24.  
 
 
Figura 2.24. Consideració de l’empenta activa del terreny a l’hora de dibuixar les 
línies d’empentes en ponts de fabrica (Harvey 1987). 
 
Per determinar el repartiment de les carregues al terreny a través del reble, influeix 
directament el nivell de compactació o cimentació del reble. Així que existeixen moltes formes 
de repartir una càrrega aplicada des la superfície superior del reble fins els extradós de l’arc.  
 
El repartiment de les càrregues per els mòduls de deformació alts en el reble, es fan a través 
de cons amplis, atenuant en gran part l’efecte perjudicial de la càrrega puntual. Existeixen 
moltes formes de tenir en compte el repartiment de la carga aplicada en la superfície del reble 
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fins l’extradós de l’arc. En caràcter general, la càrrega puntual o carga uniforme aplicada en la 
superfície, es converteix en una càrrega trapezoïdal aplicada en l’extradós d’arc.  
 
Una de les formes d’avaluar la càrrega al extradós consisteix en distribuir, al llarg del reble, la 
càrrega aplicada en superfície segons una pendent definida. Tal com es representa en la figura 
2.25.  
 
 
Figura 2.25. Repartiment de càrregues a través del farcit segons un con de repartiment 
 
Una càrrega puntual aplicada en la superfície es converteix en una càrrega uniformement.  
 
 
2.5.7 Timpans 
 
Els timpans (figura 2.26) són elements laterals que, a més de contenir lateralment el reble, pot 
aportar una gran rigidesa addicional treballant com a bigues laterals de gran cantell. Però 
justament és aquesta gran diferència de rigidesa entre l’arc i els timpans, juntament amb 
empentes del terreny sobre aquests últims, els que provoquen majoritàriament que els 
timpans i l’arc estiguin separats, funcionant com elements independents. Per tant aquesta 
rigidesa aportada pels timpans no s’ha de tenir en compte, excepte quan es pugui assegurar 
una connexió fiable entre l’arc i el timpans.  
 
 
Figura 2.26. Esquema resistent transversal en un pont arc de fàbrica 
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2.6 Algoritmes genètics 
 
Els algoritmes genètics (AGs) no tenen res a veure en l’historia dels arcs de fàbrica. Aquest 
algoritme ha estat escollit per trobar la solució de la línia d’empentes mes óptima dins l’arc, 
així com també la càrrega de ruptura que provoca el col·lapse de l’estructura d’obra de fàbrica.  
 
Un algorisme és una sèrie de passos organitzats que descriuen el procés que s'ha de seguir, per 
donar solució a un problema específic. En l’any 1970, de la mà de John Henry Holland, va sorgir 
una de les línies més prometedores de la intel·ligència artificial, la dels algoritmes genètics. 
Són anomenats així perquè s'inspiren en l'evolució biològica i la seva base genètic-molecular. 
Aquests algoritmes fan evolucionar una població d'individus sotmetent-la a accions aleatòries 
semblants a les que actuen en l'evolució biològica (mutacions i recombinacions genètiques), 
així com també a una selecció d'acord amb algun criteri, en funció del qual es decideix quins 
són els individus més adaptats, que sobreviuen, i quins els menys aptes, que són descartats, 
després es modifiquen, es muten o es recombinen, per formar una nova població. La nova 
població s'utilitza en la següent iteració de l'algoritme. Els algoritmes genètics s'emmarquen 
dins dels algoritmes evolutius, que inclouen també les estratègies evolutives, la programació 
evolutiva i la programació genètica. 
 
El poder dels algoritmes genètics prové d’una tècnica robusta, i es poden tractar amb èxit una 
gran varietat de problemes provinents de diferents àrees, incloent aquelles en que el mètodes 
trobin dificultats. La solució pot tenir una tendència de convergir cap a un òptim local més que 
al òptim global del problema. Un òptim local d'un problema d'optimització combinatori és una 
solució òptima dins d'un subconjunt de l'espai de solucions. L'òptim global per contrast, és la 
solució òptima de l'espai de solucions sencer. Per tant no es garanteix que els algoritmes 
genètics trobin la solució òptima del problema, sinó que troba solucions d’un nivell acceptable 
en un temps molt mes ràpid que el altres teoremes.  
 
Els algoritmes genètics poden presentar diverses variacions, depenent de com s'apliquen els 
operadors genètics (encreuaments, mutació), de com es realitza la selecció i de com es 
decideix el reemplaçament dels individus per formar la nova població. En general, consisteix 
dels següents passos (figura 2.27):  
 
- Inicialització: Es genera aleatòriament la població inicial, que està constituïda per un 
conjunt de cromosomes dels quals representen les possibles solucions del problema. 
En cas de no fer-ho aleatòriament, és important garantir que dins de la població inicial, 
es tingui la diversitat estructural d'aquestes solucions per tenir una representació de la 
major part de la població possible o almenys evitar la convergència prematura. 
 
- Avaluació: A cadascun dels cromosomes d'aquesta població s'aplicarà la funció 
d'aptitud per saber com de "bona" és la solució que s'està codificant. 
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Condició de parada, l’algoritme genètic tindrà que aturar quan s'arribi a la solució òptima, però 
aquesta generalment es desconeix, per la qual cosa s'han d'utilitzar altres criteris d’aturada. 
Normalment s'usen dos criteris: córrer l’algoritme genètic un nombre màxim d'iteracions 
(generacions) o aturar-se quan no hi hagi canvis en la població. Mentre no es compleixi la 
condició d’aturada es fa el següent: 
 
- Selecció: Després de saber l'aptitud de cada cromosoma es procedeix a triar els 
cromosomes que seran creuats a la següent generació. Els cromosomes amb millor 
aptitud tenen major probabilitat de ser seleccionats. 
 
- Creuament o Recombinació: El creuament és el principal operador genètic, representa 
la reproducció entre dos cromosomes, opera sobre dos cromosomes alhora per 
generar dos descendents on es combinen les característiques dels dos cromosomes 
pares. 
 
- Mutació: Modifica a l'atzar part del cromosoma dels individus, i permet arribar a zones 
de l'espai de cerca que no estaven cobertes pels individus de la població actual.  
 
- Substitució: Una vegada aplicats els operadors genètics, se seleccionen els millors 
individus per conformar la població de la generació següent. 
 
 
 
Figura 2.27. Diagrama de flux de l'algorisme genètic. 
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3 ANÀLISI LÍMIT D’ARC D’OBRA DE FÀBRICA 
 
 
3.1 Necessitat del mètode plàstic en estructures de fàbrica. 
 
El desenvolupament dels mètodes plàstics principalment deriven del segle XX. La teoria de 
resistència de materials no és capaç d’explicar l’augment en la capacitat portant de l’estructura 
quan aquesta es veia sotmesa a sobrecàrregues molt superiors a la suposada càrrega 
admissible. La existència de tensions residuals mesurades en estructures laminades que 
estaven autoequilibrades però que en algunes fibres tenien un valor aproximat al límit elàstic 
juntament amb imperfeccions existents en les peces, constituïen un aspecte que tenia que ser 
quantificat i tingut en compte en el càlcul elàstic.  
 
Un arc es estable quan es poden dibuixar dins de la fàbrica infinites línies d’empenta en 
equilibri amb les càrregues. Les equacions d’equilibri i la condició de que el material treballés a 
compressió no eren suficients, sinó que feien falta tres condicions ja que era una estructura 
hiperestàtica de tercer grau. Aquest fet va passar desapercebut fins que van començar a 
dibuixar les primeres línies d’empentes en la segona mirat del segle XIX, tot i que era evident 
que un arc on es pogués dibuixar les línies d’empentes era una estructura estable, es va 
considera que el problema no seria resolt fins que no es pogués preveure al veritable línia 
d’empentes.  
 
Des de la segona meitat del segle XIX no hi va haver cap aportació en la teoria del arcs d’obra 
de fàbrica, llavors a la primera meitat del segle XX, la necessitat de la creació de ponts amb 
llums importants va fer que es comences a investigar de nou. Un cop va sorgir el càlcul plàstic 
en les estructures d’acer, es va començar a investigar cap a la capacitat de càrrega de les 
estructures, anomenat anàlisi límit. Tot això va motivar a l’estudi i aplicació del càlcul plàstic 
que, permetia evitar els problemes de condicions de contorn difícils de determinar en el 
mètode elàstic. 
 
 
3.2 Hipòtesis 
 
Kooharian fou el primer en desenvolupar i aplicar les teories de l’anàlisi plàstic dels pòrtics 
d’acer a l’anàlisi dels arcs d’obra de fàbrica. Heyman (1966) va ser el principal impulsor 
d’aquets mètodes.  
 
A continuació s’especifiquen les hipòtesis adoptades en el desenvolupament d’un mètode 
plàstic per l’avaluació dels arcs d’obra de fàbrica. Les hipòtesis adoptades són les següents: 
 
 
Procediment automatitzat per a l'anàlisi d'arcs d'obra de fàbrica 
33 
 
1- La resistència a compressió de l’obra de fàbrica es infinita.  
Implica que les tensions son tant baixes en aquest tipus de construcció que no existeix 
perill de col·lapse per falta de resistència. 
 
2- El col·lapse per lliscament és impossible.  
Suposarem que el fregament entre unions és suficientment alt perquè les dovelles no 
puguin lliscar una sobre les altres. Es possible trobar casos de col·lapse per lliscament 
en estructures de fàbrica, però es pot evitar triant els plans de tall adequats. El 
col·lapse es formarà quan la resultant formi un angle menor a l’angle de lliscament. 
Aquest varia segons el tipus de material utilitzat i varia entre el 25⁰ i 40⁰. 
 
3- La resistència a tracció del material d’obra de fàbrica es nul·la.  
Aquesta hipòtesis va a favor de la seguretat ja que si existeix una petita resistència a 
tracció deguda a la adherència dels morters, donat el seu petit valor en la pràctica no 
és habitual considerar-la.  
 
En aquestes condicions, la superfície límit es converteix en dues rectes, sent la condició límit 
que l’empenta estigui continguda dins de la fàbrica, figura 3.1. Quan la línia d’empentes toca al 
contorn es forma una articulació .  
 
 
Figura 3.1. Condició de límit d’un arc amb dovelles (Heyman, 1995). 
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3.3 Teoremes fonamentals de l’anàlisi límit 
 
3.3.1 Plantejament 
 
Aquest problema es pot simplificar amb l’aplicació dels teoremes de límit inferior i el teorema 
del límit superior, que permeten fixar una cota superior i una altre inferior del valor de la 
càrrega de ruptura, hi ha infinites solucions de configuracions de ròtules plàstiques que 
transformen l’estructura en un mecanisme i es troben en equilibri amb les càrregues exteriors. 
A continuació s’enuncien el teoremes esmentats de la plasticitat.  
 
3.3.2 Teorema del límit inferior  
 
Aquest teorema tracta de les configuracions d’equilibri de no ruptura de l’estructura. Això vol 
dir que el regim de tensions o esforços estan totes contingudes dins l’arc. El teorema de límit 
inferior diu que el col·lapse no es produirà si en cada estat successiu de carga que travessa 
l’estructura es possible trobar un estat segur d’equilibri estàticament admissible, es a dir, en 
equilibri amb les cargues que actuen. A més ens permet obtenir els estats de carga segurs i per 
aquest motiu també rep el nom de teorema de la seguretat. Per els estats d’equilibri estàtics 
s’anomena també teorema estàtic, o cota inferior en estructures d’acer. 
 
Així en el cas dels arcs d’obra de fàbrica, si es possible trobar una línia d’empenta interior el 
cantell de l’arc que es trobi en equilibri sota l’acció de les càrregues exteriors, aquest serà 
estable. I sí en cada secció l’empenta esta continguda dins l’arc, podrem enunciar el teorema 
de la seguretat, un arc de fàbrica es segur si es possible dibuixar un línia d’empentes en el 
interior. A més per la primera hipòtesi del càlcul plàstic (f=∞) fa possible la comprovació de la 
tensió de plastificació es redueixi a comprovar que la línia d’empenta sigui interior. 
 
Podem enunciar que: Si l’estructura es capaç de resistir la suposada càrrega de ruptura amb 
una configuració d’equilibri sense transformar-se en un mecanisme, la carga real de ruptura ha 
de ser major que la suposada. Així que ja no fa falta trobar l’estat real de l’arc, sinó estudiar la 
seva seguretat a través de les equacions d’equilibri, representades gràficament per empentes. 
 
Aquest mètode es molt útil per comprovar si les estructures existents estan 
sobredimensionades, només comprovant si una configuració d’equilibri dins de l’estructura 
resisteix la càrrega que teòricament de col·lapse si estigués estricament dimensionada. En tot 
cas no es pot utilitzar com a base de disseny d’un arc.  
 
Tot i així seria desitjable saber el grau de seguretat, és a dir obtenir un valor límit superior de la 
carga de col·lapse. 
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3.3.3 Teorema del límit superior 
 
El segon teorema tracta dels valors de càrrega que produeixen el col·lapse, és a dir, càrregues 
que transformen l’estructura en un mecanisme, els esforços últims en les ròtules plàstiques 
estan en equilibri amb les càrregues, a més existeix una coherència entre la forma de 
deformar-se les ròtules i els seus esforços últims. A part compleix les condicions estàtiques de 
contorn. No és la configuració real de col·lapse. 
 
Podríem enunciar-ho com: A qualsevol configuració de ruptura correcta però no real, l’hi 
correspon una càrrega de ruptura mes gran que la real. La càrrega que resulta d’igualar el 
treball de les forces externes a zero és un límit superior de la càrrega última real.  
 
Una estructura arriba a una configuració de col·lapse quan desenvolupa un nombre suficient 
de ròtules per convertir-se en mecanisme. En el cas d’un arc d’obra de fàbrica amb geometria i 
càrregues simètriques farien falta cinc ròtules, si tenim una geometria o càrregues 
asimètriques amb quatre ròtules l’estructura es convertiria en un mecanisme i per tant 
col·lapsaria.  
 
Si el col·lapse no es produeix per una certa distribució d’articulacions, no significa que l’arc 
sigui segur, pot existir una configuració diferent que porti al col·lapse. Per aquest motiu se’l 
anomena també teorema de la inseguretat. Com que el col·lapse es produeix per una formació 
de mecanismes cinemàticament admissibles també es pot anomenar teorema cinemàtic, o 
cota superior en estructures d’acer. 
 
 
3.3.4 Teorema de la unicitat 
 
Combinant els dos teoremes anteriors podem enunciar: Per una estructura amb unes 
condicions estàtiques de contorn i un tipus de càrregues determinades només existeix una 
configuració i una càrrega de ruptura.  
 
Podem enunciar que: Per una estructura amb unes condicions estàtiques de contorn i un tipus 
de càrrega determinades només existeix una configuració i una càrrega de ruptura.  
 
Tindrem un col·lapse de l’estructura si podem trobar una línia d’empenta que provoqui les 
ròtules plàstiques necessàries per desenvolupar un mecanisme. Tenim una ròtula quan la línia 
d’empenta talla o es tangent amb el contorn de l’estructura.  
 
Segons els dos primers teoremes sabem que la càrrega real de col·lapse està continguda entre 
la cota inferior i superior. En principi es impossible trobar el mecanisme de col·lapse, però si es 
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possible trobar el màxim límit inferior, aquest serà el mínim límit superior, igual per la càrrega 
real de ruptura, obtenint així el mecanisme real de ruptura.  
 
A l’arc de la figura 3.2 s’han format quatre articulacions que estan alternades en el intradós i el 
extradós. Es pot comprovar que l’arc s’ha transformat en un mecanisme cinemàticament 
admissible que està en equilibri inestable. Es verifica el teorema del límit inferior, ja que la línia 
d’empentes esta continguda dins l’arc i garantida que la càrrega es menor o igual a la de 
col·lapse. També podem verificar el teorema del límit superior, la càrrega es major o igual a la 
de col·lapse. Fent el compliment dels dos teoremes implica que aquesta càrrega es igual a la 
càrrega real de ruptura. 
  
 
Figura 3.2. Col·lapse de l’arc de mig punt sota una carga puntual (Heyman, 1995). 
 
 
3.3.5 Coeficient geomètric de seguretat 
 
- Coeficient geomètric de seguretat per l’arc. 
 
Si volem que un arc sigui suficientment segur, d’aquí la necessitat de trobar un coeficient de 
seguretat que ens indiqui quan de segur o allunyat estem de la situació de col·lapse.  
 
Heyman (1969) va suggerir la forma de mesurar la seguretat d’un arc comparant els cantells 
amb el de l’arc límit corresponent, definint el coeficient geomètric de seguretat com el resultat 
de dividir el cantell de l’arc real amb el cantell de l’arc límit (figura 3.3): 
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Figura 3.3. Relació del coeficient de seguretat geomètric (O’Dwyer, 1999). 
 
L’arc de la figura 3.4 (a) té un coeficient geomètric de seguretat de 2, ja que els seu cantell és 
el doble que el de l’arc límit. Aquest coeficient no garanteix l’estabilitat de l’arc, en un art en 
forma de catenària podria tenir un cantell de l’arc límit molt petit i tindria un coeficient de 
seguretat geomètric infinit, a afectes pràctics seria inestable. En l’arc de la figura 3.4 (b) el 
coeficient geomètric de seguretat seria de 1, ja que la línia d’empentes està tocant els límits de 
contorn de l’arc, de fet aquest seria l’arc límit i no seria possible construir un arc de fàbrica 
amb un cantell menor. En aquest últim cas la línia d’empentes toca en el intradós i el extradós 
en cinc punt, degut a la simetria, convertint el l’arc en un mecanisme.  
 
 
Figura 3.4. Arc de mig punt: a) estable; b) de cantell mínim; c) col·lapse (Heyman, 1995). 
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Així, una altra forma de determinar la seguretat en els arcs és suposar que tenen que suportar 
algun tipus de sobrecàrrega. En el cas d’un pont aquesta sobrecàrrega seria la carga mòbil 
màxima, i en els arcs que només han d’aguantar el seu pes propi s’ha de preveure alguna 
sobrecàrrega ja sigui pel manteniment, acumulació de material en el pas del temps, petits 
enfonsaments, etc.  
 
En els ponts s’ha de calcular el coeficient en cada posició de la càrrega mòbil, i el coeficient de 
seguretat geomètric seria el valor mínim de tots els obtinguts, normalment la càrrega mòbil 
més desfavorable es troba a ¼ de la llum de l’arrancada. En tots els casos descrits determinar 
el valor del coeficient de seguretat es un tema principalment empíric, que només es podria 
estimar amb la construcció d’un nombre suficient de d’arcs construïts. Heyman (1982) 
determina que un coeficient de 2 sembla adequat per als projectes de ponts.  
 
 
- Coeficient geomètric de seguretat per als brancals. 
 
El primer en intentar estimar la seguretat en els brancals ver ser Moseley (1843), es limitava en 
la distància de la línia d’empentes i la vora del branca, no eren suficients per determinar la 
seguretat en l’arc. Rankine (1858) va desenvolupar la idea de Moseley proposant la idea de 
estabilitat de posició, obtinguda limitant la desviació de la línia d’empentes respecte el centre 
del diàmetre d de la secció corresponent.  
 
La seguretat en qualsevol secció d’un brancal depèn de l’excentricitat x de l’empenta respecte 
al centre, figura 3.5 (a).  
 
Obtenim el centre geomètric de seguretat dividint el semidiàmetre per l’excentricitat: 
 
  
 
  
 
 
El coeficient geomètric del brancal és el mínim dels obtinguts en cada secció, compatibles amb 
el bolcament, figura 3.5 (b). Dibuixar la línia d’empentes ens permet localitzar la secció més 
crítica de cada brancal. El valor obtingut representa la fricció de la zona central del brancal que 
conté just l’empenta, figura 3.5 (a). Així un coeficient geomètric de 2 vol dir que l’empenta està 
situada en la vora de la meitat central, si tenim un coeficient de 3 l’empenta es situa en la vora 
del terç central, i així successivament. Per exemple, en el cas de la figura 3.5 (b) el mínim 
coeficient el trobem a la secció de la base del brancal. 
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Figura 3.5. Definició de l’excentricitat x i el semidiàmetre (Huerta 2004). 
 
Aquest coeficient es similar al definit per Heyman (1969, 1982) per els arcs de fàbrica. Com 
hem vist anteriorment Heyman suggereix per als ponts un coeficient geomètric de seguretat 
de 2. Rankine és mes restrictiu amb un valor de 3, però sembla inferior a l’utilitzat pels 
constructors gòtics. Decidir el valor qualsevol coeficient de seguretat es un tema empíric, però 
l’estudi de certes estructures fan pensar que els constructors antics feien servir valors de 
l’ordre 4, o superiors.  
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4 MÈTODE DE CÀLCUL 
 
 
4.1 Plantejament 
 
En aquest capítol mitjançant l’elaboració d’una eina informàtica, i amb l’ús dels teoremes 
l’anàlisi límit, volem assolir l’objectiu de donar validesa al mètode plàstic i així desenvolupar i 
trobar la línia d’empentes, i posteriorment poder trobar la càrrega màxima de col·lapse de 
l’estructura, així com els coeficients de seguretat i la resta d’informació que en pugui donar el 
mètode. 
 
Amb el programa es pretén crear una eina senzilla per poder utilitzar la teoria de la plasticitat 
orientada a seguretat de les estructures d’obra de fàbrica.  
 
En el desenvolupament del mètode de càlcul s’han considerat les següents hipòtesis ja 
descrites anteriorment, les quals s’han adaptat tal com s’explicarà a continuació al programa: 
1- La resistència a compressió de l’obra de fàbrica es infinita.  
2- El col·lapse per lliscament és impossible.  
3- La resistència a tracció del material d’obra de fàbrica es nul·la.  
 
 
4.2 Descripció del mètode 
 
4.2.1 Sistema de dovelles en plans de tall verticals 
 
Considerem a efectes de càlcul que el nou arc està subdividit en plans de tall verticals, els plans 
estan separats entre si amb una distancia constant de d. Com més dovelles proposem en el 
càlcul, tindrem mes plans de tall i per tant la distancia entre d serà menor.  
 
La hipòtesi de plans de tall verticals va a favor o en contra de la seguretat segons la forma de 
col·lapse de l'arc, segons que aquest es produeixi per bolc dels ronyons o aixecament de la clau 
de volta. L’adopció d’aquest sistema de talls verticals en el programa ha sigut motivada per la 
facilitat de la introducció de les dades i la simplificació de les equacions per obtenir les 
dovelles, així com el pes propi i les càrregues aplicades. 
 
En cas de l’arc, la geometria es defineix per un contorn superior (extradós de l’arc de fàbrica) i 
un altre inferior (intradós de l’arc de fàbrica), delimitant la fàbrica de material amb densitat 
homogènia, figura 4.1. En el cas dels brancals es anàleg a l’arc però en plans de tall 
horitzontals. 
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Figura 4.1. Plans de tall i definició de les dovelles verticals en arcs. 
 
El programa permet decidir el nombre de dovelles a dividir l’arc, per tant, l’usuari pot decidir 
fins quan de petita vol que sigui la distancia d. Aquesta distancia dependrà de la llum de l’arc i 
el nombre de dovelles establertes. El programa permet posar dovelles parelles o imparelles, ja 
que depenent la geometria de l’arc pot necessitar una valor parell o imparell. Cal destacar que 
quan el nombre de dovelles sigui més gran, el temps de càlcul del programa s’incrementarà. 
 
 
4.2.2 Càlcul de les càrregues en cada dovella 
 
Cada dovella esta sotmesa una sèrie de càrregues. Aquestes càrregues poden ser puntuals o 
per la geometria de l’estructura. Un cop analitzada totes les càrregues que actuen en la dovella 
es procedeix a buscar l’equilibri de forces verticals i horitzontals, així com la càrrega i el punt 
d’aplicació per l’equilibri de moments.  
 
 
Figura 4.2. Esquema resistent longitudinal en un pont arc de fàbrica 
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En la figura 4.2 és mostra el conjunt de càrregues actuants en un pont d’obra de fàbrica, 
sotmès a l’acció del seu pes propi i de la càrrega morta amb una sobrecàrrega uniforme 
aplicada en tota la seva longitud i una altre que consta de tres càrregues puntuals. Amb 
aquesta figura es pretén mostrar, i així entendre millor els següents apartats, i de quin és el 
mecanisme resistent d’un pont d’obra de fàbrica per transmetre les càrregues en el qual esta 
sotmès.  
 
A continuació presentarem com s’han analitzat i estudiat aquesta sèrie de càrregues en el 
programa: 
 
- Pes propi 
En els arcs podem considerar que l’àrea entre dos plans de talls es equivalent a l’àrea d’un 
trapezi A, figura 4.3. Aquest ajust no te importància ja que l’usuari si busca una solució òptima 
introduirà un valor de dovelles de tal manera que la distància d sigui suficientment petita per 
tal que el mètode sigui fiable.  
 
  
(       )
 
   
 
A
c
i
c
i+1
d
 
Figura 4.3. Càlcul de l’àrea de les dovella. 
 
En el cas dels brancals, per determinar l’àrea de cada dovella es molt senzill, ja que les dovelles 
són en forma rectangular. 
 
Tanmateix podem determinar fàcilment en ambdós casos el centre de gravetat de cada 
dovella. El pes propi   el determinem multiplicant els valors de l’àrea  , pes específic   i la 
profunditat de l’estructura  :  
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- Reble 
Un altre aspecte fonamental a considerar es l’acció del reble sobre l’arc en qüestió. D'una 
banda, es té en compte la seva acció gravitatòria mitjançant el seu pes específic. Per altre se 
suposa que la columna de reble que es troba per sobre cada dovella de l’arc es mou 
solidàriament amb ell. Per una altre banda, s'analitza el repartiment de la càrrega aplicada en 
superfície a través del reble. La determinació del pes del reble a nivell de càlcul es igual a 
l’utilitzat en el cas del pes propi, figura 4.4.  
A
c
i
c
i+1
d
 
Figura 4.4. Càlcul de l’àrea del reble. 
 
El programa permet definir dos tipus de reble, un en forma horitzontal, figura 4.5 (a), o en 
forma triangular, figura 4.5 (b). 
 
(a)  (b) 
Figura 4.5. a) Reble horitzontal, b) reble triangular. 
 
 
- Carcanyol 
En el cas de definir el carcanyol, el pes del carcanyol en el programa es calcula dins el pes propi 
de cada dovella. Al igual que en el cas del reble, podem definir un carcanyol horitzontal, figura 
4.6 (a), o un de triangular, figura 4.6 (b).  
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 (a)   (b) 
Figura 4.6. a) Carcanyol horitzontal, b) carcanyol triangular. 
 
 
- Càrrega repartida 
Es pot establir una carrega repartida en un tram definit o en tota la llum de l’arc. La càrrega es 
reparteix equitativament en cada dovella, i el seu punt d’actuació es en el centre de cada una 
de les dovelles afectades per aquesta càrrega. 
 
- Càrregues addicionals 
El programa permet definir les càrregues puntuals en cada un dels plans de tall, és a dir per 
cada dovella, per separat, ja sigui per l’arc com per els brancals. Aquestes carreges son 
definides per l’usuari.  
 
 
4.2.3 Equacions d’equilibri 
 
Un cop determinats els valors de les càrregues externes i els centres de gravetat de cada 
dovella, podem passar a imposar les condicions d’equilibri. L’equilibri es planteja 
successivament en cada dovella considerant totes les càrregues aplicades sobre ella, figura 4.7. 
Les incògnites son tres, les càrregues exercides per la dovella següent sobre la considerada 
(Hi+1 i Vi+1) i l’altura del punt d’aplicació (ei+1). El programa imposa l’equilibri de forces 
horitzontals, equilibri de forces verticals i equilibri de moments. 
 
 
∑     ∑     ∑    
 
 
En l’equilibri global existeixen 3 paràmetres lliures en el sistema: H0, V0 i e0, que són les forces 
exteriors i la seva posició en la primera dovella, dels quals, H0 i e0, seran valors definits per 
l’usuari, qui també definirà el valor per l’excentricitat en l’ultima dovella, en.dovelles. 
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Figura 4.7. Equilibri en una dovella amb tall vertical. 
 
Considerem que les forces horitzontals són iguals: 
  
               
 
La forces verticals (                ) que han de proporcionar els brancals serà la suma del 
pes propi de l’arc i del reble, així com de les càrregues actuants.  
 
Per calcular els valors de la força vertical de cada dovella, n’hi ha prou en sumar els 
resultats de totes les càrregues verticals actuants en la dovella, el seu pes propi i el del 
reble.  
 
Anàlogament imposarem l’equilibri de moments de les forces actuants. A continuació es 
mostra com s’obtenen els moments    del pes propi per cada una de les dovelles i el 
moment   provocat per les forces externes en la primera dovella:  
 
          
       (              ) 
 
 D’aquesta manera obtindrem el valor inicial de  , on   és la llum de l’arc: 
 
   
∑        
 
   
 
 
 
Com que es un problema estàtic, l’arc es indeterminat i podríem trobar infinites línies 
d’empenta contingudes dins d’ell. Per evitar això, a l’aplicació hem considerat que les 
càrregues externes són conegudes, així com també el seu punt d’aplicació. Primer considerem 
que les empentes horitzontals aplicades en cada arrencada de l’arc són iguals  
              . Les excentricitats en cada costat de l’arrencada no les considerem iguals, ja 
en el cas de tenir una estructura asimètrica han de ser diferents. També hem de tenir present 
les forces verticals en els arrencaments de l’arc. Determinarem la càrrega vertical en 
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l’arrencada inicial de l’arc com a la resultant de la suma de tots els moments dividit per la llum. 
En la figura 4.8 es mostren un esquema de les forces actuants. 
 
L
H
0
V
0
D
V
n.dovelles
H
n.dovelles
e
0 e
n
.d
o
v
e
lle
sWi
 
Figura 4.8. Variables en l’equilibri global de l’arc. 
 
 
4.2.4 Càlcul de la línia d’empentes 
 
Variant els tres valors anomenats anteriorment (H0 , e0 i en.dovelles) es podran obtenir infinites 
línies d’empentes, però només una es la més òptima de totes. El programa desenvolupat és 
capaç de trobar en un sol clic els valors òptims per cada un d’aquestes tres incògnites, aquests 
valors, d’aquesta manera obtindrem les reaccions necessàries el seu punt d’aplicació perquè es 
produeixi l’equilibri. 
 
Per determinar els punts per on passa la línia d’empenta en cada dovella tornem a recórrer de 
nou a l’equilibri de forces i moments, però aquest cop buscant l’equilibri per cada tram de tall 
d’estructura. Es comença a analitzar l’arc per el costat esquerra i es va avançant 
progressivament.  
 
La línia de pressions comença en el punt on l’usuari marca la primera excentricitat. Per tant el 
punt entre l’arc i el brancal per on passarà la línia de pressions serà el de la excentricitat 
     . Posteriorment es busquen els punts per on passarà la línia d’empentes    en cada 
tram de tall de l’arc. 
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∑          ∑       (     )  
 
 ⁄
∑  
 
 
El programa dona l’opció d’optimitzar la línia d’empenta, aquesta optimització recau en buscar 
quin són els valors de les incògnites (H0 , e0 i en.dovelles) en la quals ens permet trobar la línia 
d’empentes que més s’aproxima a l’eix central de l’arc, aquesta línia quedarà mes o menys 
centrada dins l’arc depenent de la geometria dels brancals. Finalment el programa elabora un 
gràfic amb la línia d’empentes, tant de l’arc com dels brancals. 
 
 
4.2.5 Correcció del cantell per resistència a compressió 
 
Com s’ha explicat en els capítols anteriors, una de les hipòtesis inicials és que la resistència a 
compressió es infinita. De fet la resistència a compressió del material en aquest tipus 
d’estructures no es considera un factor determinant. Tot i així sempre es pot considerar una 
certa reducció del cantell, les següents formulacions determinen la reducció del cantell. Partint 
de què  
  
 
   
 
 
on  es la reacció horitzontal en cada pla de tall,     la resistència característica del material. 
 
       
 
on   es l’àrea de la secció transversal,   ample de l’arc i    el cantell reduït. Substituint trobem 
què  
   
 
     
 
 
Un cop obtingut el cantell reduït, es busca la projecció amb els seus plans de talls verticals, 
podent així definir els contorns reduïts. 
 
El programa també permet l’opció de poder reduir el cantell posant directament el valor del 
qual el volem reduir. Si es redueixen els cantells, aquests nous contorns seran els utilitzats per 
calcular el col·lapse de l’arc, així podrem obtenir millors valors del coeficient de seguretat 
geomètrics.  
 
 
4.2.6 Anàlisi límit, teorema del límit inferior  
 
Fins aquest punt queda resolta la indeterminació del problema estàtic, amb la imposició de 
tres incògnites. El tenir aquestes tres incògnites la línia d’empentes pot tenir infinites 
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solucions, en solucions contingudes dins de l’arc, si l’usuari ha de determinar aquests valors 
pot trigar molt en trobar una solució adequada al problema.  
 
De totes les línies d’empenta, seran vàlides aquelles que es trobin en tot el seu 
desenvolupament, contingudes a l'interior de la fàbrica, així que, totes les que compleixin 
aquesta condició seran estàticament admissibles, és a dir, satisfaran l'equilibri en tots els punts 
i a més seran físicament possibles. Amb la utilització dels teoremes de l’anàlisi límit es poden 
acotar aquestes solucions. En aquest punt desenvoluparem la base dels teoremes de 
seguretat.  
 
En virtut del teorema del límit inferior, explicat en el capítols anteriors, ens permet trobar els 
valors de H0 , e0 i en.dovelles per la línia d’empentes amb el coeficient de seguretat geomètric més 
gran possible, és a dir, aquella línia que està més centrada dins la geometria de l’arc, i els seus 
punts estan mes separats dels contorns de l’arc. 
 
El programa per tal d’avaluar aquesta línia, utilitza els algoritmes genètics, que aproximen més 
o menys la solució depenent del grau de població donada. L’algorisme genètic dona un valor 
aleatori a les tres incògnites del problema, calcula l’arc per cada grup de variables aleatòries. 
Per cada arc calculat, avalua la solució i l’hi dona un valor d’aptitud, aquest valor és millor quan 
més allunyada està la línia d’empentes dels contorns de l’arc, en els casos que no estigués 
continguda dins de la geometria els menysprea. De tota la població d’arcs es queda amb els 
que tenen un valor d’aptitud mes elevat, aquests són reproduïts i millorats entre ells per 
després tornar a avaluar-los de nou. Un cop finalitzat el procés el programa retorna els valors 
de H0 , e0 i en.dovelles que dibuixen la línia d’empentes més centrada.  
 
Aquest algoritme té l’avantatge de ser molt més ràpid que d’altres, ja que no té que avaluar 
totes les possibles solucions. El mètode per això depèn del nombre de població inicial, com 
més gran sigui té més probabilitats de trobar una solució més exacte, però a la vegada el 
temps de càlcul també es veu incrementat.  
 
 
4.2.7 Determinació de la càrrega límit 
 
Per determinar la càrrega límit, utilitzarem el teorema de la unicitat. Aquest teorema amb 
l’ajuda del teorema de la seguretat ens permetrà trobar la càrrega de ruptura de l’arc, ja que el 
teorema tracta de buscar aquella línia d’empentes que toqui amb els punts necessaris al 
contorn de l’arc per transformar l’estructura en un mecanisme a base de ròtules plàstiques. 
Podem assegurar que aquesta línia d’empentes és única, que la càrrega mòbil aplicada a l’arc 
es la càrrega de ruptura i els mecanisme que formen les ròtules plàstiques és el mecanisme de 
col·lapse de l’arc sota aquella càrrega de ruptura.  
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El mètode consisteix en anar augmentant la càrrega mòbil progressivament fins que per 
aquesta càrrega no pot trobar cap línia d’empentes continguda dins l’arc. Dit diferent, 
augmenta la càrrega mòbil i calcula pel teorema de la seguretat la línia d’empentes més 
centrada, un cop trobada augmenta la càrrega i torna a buscar la quina seria la línia més 
òptima per aquell estat de càrrega. Aquest procés es repeteix fins que troba un estat de 
càrregues que provoca les ròtules necessàries per transformar l’estructura en un mecanisme.  
 
Aquests mecanismes de ruptura es produeixen amb la creació de 5 ròtules plàstiques per 
estructures que tinguin càrregues o geometria asimètriques, i de 4 ròtules plàstiques per una 
geometria i càrregues simètriques.  
 
En tot el procés, els programa té en compte en tot moment els brancals, i que les línies 
d’empentes calculades estiguin sempre contingudes dins de la geometria.  
 
 
4.2.8 Brancals 
 
El programa, un cop calculada la línia d’empenta de l’arc, amb les resultants de H i V per cada 
brancal, calcula la línia d’empenta de cada un. Com que el programa analitza tot el conjunt 
quan s’aplica l’optimització o el col·lapse, aquest també calcula si compleixen els brancals o no. 
Així la línia d’empentes resultant obtinguda sempre estarà continguda dins la totalitat de 
l’estructura.  
 
Anàlogament, la determinació de la línia d’empentes dels brancals, es similar a la dels arcs. La 
principal diferencia és que els plans de tall ara són plans horitzontals. L’obtenció de la línia 
d’empentes en el brancal (figura 4.9) comença en la part superior del mateix. Sinó tenim 
càrrega externa inicialment la resultant de la línia d’empentes serà motivada pel pes propi, així 
va calculant dovelles inferiors amb el pes propi (sempre i quan l’usuari no defineixi càrregues 
puntuals) fins que intercepta amb la forces verticals i horitzontals de l’arc, on modificarà la 
línia d’empentes del brancal.  
 
        
 
on   es l’empenta horitzontal de la dovella on intercepten amb les forces de l’arc. 
 
La línia d’empentes inicial la determinem com:      ⁄ , on   es l’amplada superior del 
brancal. 
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La resta de línies d’empentes    les determinem com: 
 
   
∑             
 
 ⁄                       ∑                
∑  
 
 
on   es la tensió del tirant,     el punt on actua el tirant, que s’explicarà mes detalladament en 
el següent apartat. 
 
Si la resultant de la ínia d’empenta d’un brancal surt fora del contorn, aquest brancal es torna 
inestable i es produirà el bolcament. Si la línia d’empentes esta continguda dins el brancal, 
aquesta aporta informació sobre la seguretat geomètrica del brancal.  
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Figura 4.9. Variables de l’equilibri d’un brancal 
 
 
4.2.9 Tirants 
 
Un tirant és una barra horitzontal de fusta o metàl·lica que treballa a tracció. En el nostre cas 
d’estudi la seva funció es impedir la separació dels brancals. En el programa s’ha introduït 
aquesta l’opció de posar un tirant. El tirant modifica la línia d’empenta desviant-la i 
aproximant-la en el terç central del brancal.  
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Amb al següent formulació podem determinar quin serà l’allargament del tirant (  ) a causa 
dels esforços dels brancals: 
 
   
   
   
 
on:  
W - càrrega de tensió en el tirant, 
L - longitud del tirant, 
E - mòdul d’elasticitat longitudinal del tirant, 
A - àrea de la secció recta del tirant. 
 
 
 
4.3 Implantació al programa Java 
 
 
4.3.1 Plantejament 
 
En els punts d’aquest apartat es pretén explicar el funcionament del programa i dels 
mecanismes de control per tal de poder treure el màxim rendiment a les seves possibilitats.  
 
L’eina s’ha elaborat amb el llenguatge de programació de Java, utilitzant Eclipse com a Editor 
Integrat de Desenvolupament (IDE). L’Eclipse es un programa informàtic compost per un 
conjunt d’eines de programació de codi obert multiplataforma per desenvolupar altres 
programes informàtics.  
 
Java al ser una multiplataforma de programació fa que es pugui desenvolupar el programa 
directament per els diferents sistemes operatius, com per exemple Windows, Linux i Mac OS, 
per anomenar-ne alguns. Amb pocs canvis en el codi font també es pot adaptar l’aplicació en 
una aplicació Applet, que permet ejectar el programa en un navegador web. Fins i tot 
modificant la interfície d’usuari (mitjà amb què l'usuari pot comunicar-se amb una màquina) es 
podria adaptar per als sistemes operatius Android i BlackBerry OS 10.2. 
 
OptimArch és un programa creat exclusivament per aquesta tesina i calcula les línies 
d’empentes, tant de l’arc com dels brancals, sobre una estructura plana en una geometria i 
càrregues introduïdes per l’usuari a més de tenir en compte el seu pes propi que es dedueix de 
la geometria i la densitat del material. El programa OptimArch té la opció de trobar la línia 
d’empentes mes centrada, així com trobar la càrrega màxima en el qual l’estructura es 
transforma en un mecanisme. El programa ha estat elaborat per Roger Caralt Gil. 
 
OptimArch finalment elabora un gràfic amb la línia d’empentes replantejada, tant de l’arc com 
dels brancals, sobre la geometria a escala així com també permet representar gràficament les 
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dovelles, la carga repartida, el tirant i mostrar els punts on la línia d’empentes surt fora 
l’estructura si es donés el cas. També mitjançant unes pestanyes es poden consultar els 
resultats dels càlculs per cada dovella de l’arc i de cada brancal. Així com també retorna els 
resultats del pes total de l’arc, dels brancals i la suma de tot el conjunt. En aquesta mateixa 
pestanya també es dona la informació de quin es coeficient geomètric de l’arc i brancals. En 
cas de contemplar un tirant, es retorna el resultat de la longitud final del tirant i el seu 
allargament.  
 
També mencionar que el programa està traduir en la seva totalitat en tres idiomes, Anglès, 
Català i Castellà, i en tot moment l’usuari podrà canviar l’idioma. 
 
 
4.3.2 Creació de la geometria i propietats dels materials 
 
El programa a la part esquerra té un panell on es podran introduir totes les dades necessàries 
per definir la geometria tant de l’arc com dels brancals. En la figura 4.10 es divideix l’estructura 
en 3 blocs, A) brancal de l’esquerra, B) l’arc i C) brancal de la dreta. En tot el programa es fa ús 
d’aquesta nomenclatura per referir-se a cada un dels elements. Aquesta figura està continguda 
en la plana inicial del programa per fer-lo més entenedor.  
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Figura 4.10. Nomenclatura del programa de les principals dades de l’arc. 
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- Volta 
Com s’observa en la figura 4.11, per poder definir l’arc: la llum, l’amplada, els diferents punts 
d’altura de l’intradós de l’arc, així com el pes específic de les dovelles. 
 
Figura 4.11. Dades de l’arc. 
 
- Cantell + Carcanyol 
Posteriorment es determina el cantell, permetent que sigui variable fixant valors diferents. 
Referent al carcanyol, com s’ha comentat anteriorment, el programa permet l’opció de triar si 
el volem horitzontal o vertical. Finalment podem definir la resistència a compressió i si es vol 
introduir directament el valor de la reducció del cantell que es desitja, figura 4.12.  
 
Figura 4.12. Dades del cantell i carcanyol. 
 
- Rebliment 
Igual que el carcanyol, podem definir entre un reble horitzontal o triangular. En el cas d’un 
reble triangular s’ha d’introduir l’alçada del punt mig del reble. També és on podem especificar 
el pes específic del material del reble, figura 4.13. 
 
Figura 4.13. Dades del rebliment. 
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- Tipus d’arc 
Com s’ha mencionat en el segon capítol, es pot triar entre la tipologia d’arc circumferencial, 
parabòlic, ogival o el·líptic, figura 4.14.  
 
Figura 4.14. Tipus d’arc. 
 
- Directriu 
Finalment podem definir si les dades geomètriques corresponen a la fibra inferior (intradós de 
l’arc) o a la fibra mitja. 
 
 
 
4.3.3 Càrregues, càrregues puntuals i pes propi 
 
La càrrega mòbil i càrrega repartida (figura 4.16) és defineixen en les variables principals. La 
càrrega repartida es pot definir en quina part de la llum actua. El pes propi el calcula el 
programa automàticament quan es dona l’ordre de calcular, col·lapsar o optimitzar, mitjançant 
la geometria i el pes específic. 
 
L’usuari pot introduir càrregues addicionals en les dovelles que cregui convenient per l’arc o en 
cada un dels brancals, figura 4.15. 
 
 
Figura 4.15. Introducció de càrregues addicionals. 
 
 
4.3.4 Condicions de contorn 
 
A variables principals es defineixen el nombre de dovelles en el qual volem dividir l’arc. Així 
com també en quina dovella volem que actuï la càrrega mòbil. També es determinen les 
càrregues de les variables independents (H0 , e0 i en.dovelles) de forma manual, si es dóna a 
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calcular, calcularà una línia d’empentes qualsevol repartida (figura 4.16). En el cas de 
Col·lapsar o Optimitzar els valors de les variables independents no tenen gaire valor, ja que el 
programa busca aquests valors. 
 
 
Figura 4.16. Dades variables principals. 
 
 
 
4.3.5 Brancals 
 
Primerament es pot definir el nombre de dovelles en que es dividiran els brancals i la seva 
amplada. Després es defineix la geometria en que volem cada un dels brancals així com les 
seves amplades i alçades. Es pot introduir un desplom i el pes específic de cada brancal, figura 
4.17. 
 
Figura 4.17. Dades variables principals. 
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4.3.6 Algoritmes genètics, aplicació dels teoremes límit. 
 
Els algoritmes escollits per determinar la solució a la càrrega de ruptura, són tal com s’han 
explicat anteriorment els algoritmes genètics. En aquest cas particular s’utilitza la llibreria JGAP 
encarregada d’executar i avaluar els resultats de l’algoritme genètic. Com ja s’ha explicat el 
programa mitjançant un nombre de població definit per l’usuari, buscarà quins son els valors 
de H0 , e0 i en.dovelles en el cas de l’optimitzar, i del col·lapse també buscarà quina càrrega mòbil 
és la equivalent a la de ruptura. 
 
 
Figura 4.18. Esquema de càlcul de l’algoritme 
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El programa té dues opcions de càlcul que utilitzen aquest algoritme, el d’optimitzar i el 
col·lapse, el funcionament de càlcul en els dos casos es semblant. En el primer executa un cop 
l’algoritme genètic per mostrar la millor solució. En canvi en el segon, va executant l’algoritme 
genètic mentre a la vegada augmenta la càrrega mòbil fins que determina quina es la càrrega 
de ruptura en que es produeixen les ròtules necessàries per formar un mecanisme. Per fer més 
eficient el mètode, s’executen dos bucles, primer un que calcula amb increments més grans i 
un altre que acota l’interval de resultats de les incògnites alhora que els increments de la 
càrrega són més petits.  
 
En la figura 4.18 es pot veure quin es l’esquema de càlcul que utilitza el programa en cada un 
dels dos casos descrits.  
 
 
4.3.7 Execució i visualització dels resultats. 
 
El programa te tres opcions d’execució: calcular, col·lapse i optimitzar. El mode de Calcular 
calcula l’arc tenint en compte les dades introduïdes, i simplement mostra els resultat calculats. 
Optimitzar busca el valors de H0 , e0 i en.dovelles per als quals la línia d’empenta està més 
centrada. I per últim Col·lapse busca la càrrega de ruptura de l’arc mostrant gràficament el 
mecanisme de ruptura. El programa acaba mostrant els resultats dins d’un conjunt de 
pestanyes, en una es mostra el gràfic de l’arc (figura 4.19), i en les altres els resultats dels 
càlculs realitzats (figura 4.20). 
 
 
Figura 4.19. Captura del programa mostrant el gràfic d’un arc. 
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Figura 4.20. Captura del programa amb part dels càlculs realitzats. 
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5 EXEMPLES DE VALIDACIÓ 
 
5.1 Introducció 
 
Es presenten tres exemples de l’aplicació del programa (OptimArch) creat per analitzar els arcs 
d’obra de fàbrica. L’objectiu d’aquest apartat es validar el mètode de càlcul dels teoremes límit 
implantats en l’aplicació. Per fer-ho es compararà amb estructures reals i els resultats donats 
pels seus autors, i així validar l’aplicació. 
 
El primer exemple que es presenta és un pont arc d’obra de fàbrica assajat fins a ruptura al 
Regne Unit, el pont de Bridgemill. Els resultats obtinguts de la càrrega de ruptura es comparen 
amb els valors donats de l’assaig real i els proporcionats per altres autors. 
 
El segon exemple és un cas estudiat per en Melbourne (1995), en el llibre «The behaviour of 
multi-span arch bridges». On s’analitza el mateix arc dos cops però cada un d’ells amb una 
fletxa diferent en el punt mig.  
 
El tercer exemple és el pont de Strathmashie, analitzat per Page (1989). Els resultats de la 
càrrega de ruptura es comparen amb els valors donats per l’autor. 
 
 
5.2 Exemple 1: Pont de Bridgemill 
 
5.2.1 Introducció 
 
Ponts arc de fàbrica existeixen actualment en la gran majoria dels països europeus, en moltes 
vies de comunicació en servei. En el Regne Unit al 1983 el TRL (Transport Research Laboratory) 
va inicià un programa per entendre millor el comportament d’aquestes estructures mitjançant 
el desenvolupament de mètodes de càlcul i assaigs de càrrega fins a ruptura en ponts existents 
per calibrar els models analítics, així com també assaigs en models reduïts. 
 
El pont de Bridgemill a Girvan, Escòcia, estava construït per un arc de maçoneria de 18.29 
metres de llum lliure. El 1984 es va sotmetre a un assaig per el TRL dins de l’esmentat 
programa. El tractar-se d’un dels ponts amb més llum analitzats, molts autors i eines 
informàtiques han estudiat aquesta estructura mitjançant diversos mètodes analítics. Per tant, 
el pont de Bridgemill s’ha convertit en un exemple de referència.  
 
Els resultats, en especial els de càrrega de ruptura, obtinguts en la tesina es comparen amb els 
resultats de l’assaig, i d’altres autors.  
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5.2.2 Descripció de l’estructura 
 
El pont de Bridgemill és un arc parabòlic de 18.29 metres de llum lliure i 2.84 metres de fletxa. 
A la taula 5.1 es descriuen les característiques geomètriques. En la figura 5.1 es mostra la 
geometria i la posició de la càrrega en l’assaig.  
 
CARACTERÍSTICA VALOR 
Llum lliure (L) 18.29 m 
Fletxa en L/2 (f) 2.84 m 
Fletxa en L/4 2.16 m 
Cantell de la rosca de l’arc 0.711 m 
Amplada de l’arc 8.3 m 
Gruix del reble a la clau 0.203 m 
Taula 5.1. Característiques geomètriques del pont de Bridgemill 
 
 
 
Figura 5.1. Geometria del pont de Bridgemill 
 
 
5.2.3 Materials 
 
El pont està construït amb dovelles de gres vermell. Es considera que l’estructura està 
composta per dos materials: la maçoneria de l’arc i el reble. La taula 5.2 resumeix els valors de 
les propietats del materials emprats per diversos autors. 
 
Per l’anàlisi utilitzarem els valors considerats per Molins (1996), que considera la densitat de la 
pedra igual que la del reble. A continuació mostra en la taula 5.3 els valors considerats per 
Molins. 
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MAÇONERIA 
Resistència (  ) 
(Page, 1993) 5 - 7 MPa 
(Choo et al., 1991) 6.5 MPa 
(Crisfield et al., 1985) 15 MPa 
Mòdul de deformació (  ) 
(Choo et al., 1991) 5000 MPa 
(Crisfield et al., 1985) 4000 MPa 
(Bridle et al., 1990) 4000 MPa 
Densitat (  ) (Bridle et al., 1990) 2160 Kg/m3 
MATERIAL DE REBLE 
Mòdul de deformació (  ) 
(Choo et al., 1991) 100 MPa 
(Crisfield et al., 1985) 40 MPa 
Densitat (  ) (Bridle et al., 1990) 2100 Kg/m3 
Taula 5.2. Característiques dels materials emprades en l’anàlisi del pont Bridgemill. 
 
MAÇONERIA 
Resistència (  ) 43.8 MPa 
Mòdul de deformació (  ) 15000 MPa 
Densitat (  ) 2100 Kg/m3 
MATERIAL DE REBLE 
Densitat (  ) 2100 Kg/m3 
Taula 5.3. Característiques dels materials considerades per Molins (1996) i per aquesta tesina. 
 
 
5.2.4 Càrregues 
 
L’assaig realitzat per el TRL consistia en posar una biga de 0.75 metres d’ample aplicada a un 
quart (¼) de la llum lliure. La longitud de la biga era igual a l’ample del pont, 8.3 metres. La 
càrrega màxima aplicada arribà a 3000 kN i s’aprecia la formació d’un mecanisme de col·lapse 
amb quatre ròtules, figura 5.2. 
 
 
Figura 5.2. Assaig del pont de Bridgemill, formació del mecanisme de col·lapse de quatre ròtules. 
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Autors com Crisfield i Wills, 1985 i Bridle i Hughes, 1990, consideren que la sobrecàrrega 
aplicada a la plataforma del pont es distribueix longitudinalment a través del reble, amb una 
inclinació 1:2 (horitzontal:vertical) mentre que en la direcció transversal es troba 
uniformement distribuïda. L’esquema estàtic respon al d’un arc biencastat. 
 
En la hipòtesi de la càrrega repartida puntual, si considerem la inclinació de 1:2, aquesta 
càrrega queda repartida sobre l’arc entre els 3.602 i 5.277 metres. A més es realitzarà el càlcul 
sense considerar el repartiment de càrrega, es a dir, només considerant la càrrega puntual en 
una dovella.  
 
 
5.2.5 Anàlisi dels resultats 
 
A continuació es presenten els resultats obtinguts amb el programa OptimArch. En els 
següents apartats es mostren els resultats obtinguts de dur a terme l’anàlisi de l’estructura del 
pont de Bridgemill, sota diferents condicions. El programa considera les càrregues 
permanents, pes propi de l’arc i pes del reble, i una sobrecàrrega creixent situada a un quart 
de llum.  
 
- Obtenció de la càrrega de ruptura puntual.  
 
Primerament introduïm les dades de la geometria del pont, així com també definim el nombre 
de dovelles per l’arc, 81 dovelles, i pels brancals, 15 dovelles. Apliquem la càrrega de ruptura a 
una quarta part de la llum, en el nostre cas d’estudi està aplicada en la dovella 21. Aplicant un 
increment de 1 kN i amb una població inicial de 300 per l’algoritme genètic, obtenim una 
càrrega de ruptura de 2916.0 kN. En la figura 5.3 es mostren els resultat obtinguts pel 
programa.  
 
 
Figura 5.3. Línia de pressions del pont de Birdgemall en càrrega 
de ruptura puntual, obtinguda amb OptimArch. 
 
De les incògnites inicials obtenim una excentricitat en A de 5.8 mil·límetres i una excentricitat 
en C de 836.1 mil·límetres. L’empenta horitzontal aplicada és de 6748.20 kN. El coeficient 
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geomètric de seguretat de l’arc és de 1.0, ja que la línia d’empentes toca al contorn de la 
geometria de l’arc. 
 
S’adjunta en la carpeta «Resultats» el fitxer «Pont de Bridgemill Càrrega Puntual.arch» amb la 
solució obtinguda, per tal de poder consultar les taules amb els càlculs i la resta de resultats 
obtinguts amb el programa. 
 
 
- Obtenció de la càrrega repartida de ruptura. 
 
Considerem una càrrega repartida que actuarà sobre l’arc entre els 3.602 i 5.277 metres. El 
programa actualment no té l’opció de buscar automàticament aquesta càrrega, partint dels 
resultats de la càrrega de ruptura puntal, busquem quina seria la càrrega repartida de 
col·lapse. La càrrega repartida resultant es de 1866 kN/m, que vindria distribuïda d’una càrrega 
puntual de 3125.55 kN. En la figura 5.4 es mostren els resultat obtinguts pel programa.  
 
 
Figura 5.4. Línia de pressions del pont de Bridgemill en càrrega 
de ruptura puntual, obtinguda amb OptimArch. 
 
 
El coeficient geomètric de seguretat de l’arc és de 1.0, ja que la línia d’empentes toca al 
contorn de la geometria de l’arc. 
 
S’adjunta en la carpeta «Resultats» el fitxer «Pont de Bridgemill Càrrega Repartida.arch» amb 
la solució obtinguda, per tal de poder consultar les taules amb els càlculs i la resta de resultats 
obtinguts amb el programa. 
 
 
- Obtenció de la càrrega de ruptura puntual considerant la resistència a compressió. 
 
Anàlogament que en el cas anterior, introduïm les mateixes dades tenint en compte la 
resistència a compressió proposada per Molins (1996) de 43.8 MPa. El nombre de dovelles per 
l’arc és de 81 i pels brancals de 15. Apliquem la càrrega de ruptura a una quarta part de la 
llum, en el nostre cas d’estudi està aplicada en la dovella 21. Aplicant un increment de 1 kN i 
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amb una població inicial de 400 per l’algoritme genètic, obtenim una càrrega de ruptura de 
2603.0 kN. En la figura 5.5 es mostren els resultat obtinguts pel programa.  
 
 
Figura 5.5. Línia de pressions del pont de Bridgemill en càrrega 
de ruptura puntual, obtinguda amb OptimArch. 
 
De les incògnites inicials obtenim una excentricitat en A de 25.2 mil·límetres i una excentricitat 
en C de 814.8 mil·límetres. L’empenta horitzontal aplicada és de 6416.87 kN. El coeficient 
geomètric de seguretat de l’arc és de 1.052. 
 
S’adjunta en la carpeta «Resultats» el fitxer «Pont de Bridgemill Càrrega Puntual i Resistència a 
Compressió.arch» amb la solució obtinguda, per tal de poder consultar les taules amb els 
càlculs i la resta de resultats obtinguts amb el programa. 
 
 
- Obtenció de la càrrega repartida de ruptura considerant la resistència a compressió. 
 
Considerem ara el cas de càrrega repartida, aquesta actuarà sobre l’arc entre els 3.602 i 5.277 
metres, i la residència a compressió proposada per Molins (1996) de 43.8 MPa. Com que el 
programa actualment no calcula aquesta càrrega partirem dels resultats de la càrrega de 
ruptura puntal del cas anterior i buscarem quina seria la càrrega repartida de col·lapse. La 
càrrega repartida resultant és de 1681 kN/m, que vindria distribuïda d’una càrrega puntual de 
2815.68 kN. En la figura 5.6 es mostren els resultat obtinguts pel programa.  
 
 
Figura 5.6. Línia de pressions del pont de Bridgemill en càrrega 
de ruptura puntual, obtinguda amb OptimArch. 
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El coeficient geomètric de seguretat de l’arc és de 1.053. 
 
S’adjunta en la carpeta «Resultats» el fitxer «Pont de Bridgemill Càrrega Repartida i Resistència 
a Compressió.arch» amb la solució obtinguda, per tal de poder consultar les taules amb els 
càlculs i la resta de resultats obtinguts amb el programa.  
 
 
- Comparació de resultats amb altres autors. 
 
Es resumeixen els resultats obtinguts en la taula 5.4 pel programa desenvolupat en la tesina, 
els experimentals realitzats pel TRL, per altres autors com Martín (2001) i Molins (1996); i la 
informació de l’anàlisi no lineal pel material (ANLM) i per la geometria i el material (ANLMG). 
 
ESTUDI CÀRREGA DE RUPTURA 
Experimental - TRL 3000 kN 
A. límit - Molins (1996) 2760 kN 
ANLM - Molins (1996) 2690 kN 
ANLMG - Molins (1996) 1870 kN 
Carga màxima - Martín (2001)  
OptimArch (programa)  
Càrrega puntual 2916 kN 
Càrrega repartida 1866 kN/m (3125.55 kN) 
Càrrega puntual i resistència a compressió 2603 kN 
Càrrega repartida i resistència a compressió 1681 kN/m (2815.68 kN) 
Taula 5.4. Resultat obtinguts de la càrrega última de l’arc del pont de Bridgemill. 
 
 
Els resultats analítics obtinguts per la geometria i el material de l’arc del pont de Bridgmeill 
mitjançant el programa informàtic OptimArch han coincidit pràcticament amb els assolits per 
altres autors emprant models comparables. Per tant podem afirmar que el programa 
OptimArch té una precisió suficient com per determinar la càrrega de ruptura. 
 
En la figura 5.7 es mostra la càrrega límit obtinguda per l’arc de Bridgemill en funció de la 
resistència a compressió de la maçoneria, Molins (1996). Es pot observar que la resistència del 
material deixa de ser determinant a partir dels 15 MPa, aproximant-se al valor de la càrrega de 
ruptura.  
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Figura 5.7. Evolució de la sobrecàrrega de ruptura en funció 
de la resistència de la maçoneria, Molins (1996). 
 
En la figura 5.8 es representa l’estat tensional en l’estat de càrrega de ruptura.  
 
Figura 5.8. Estat tensional (MPa) degut a càrregues permanents més 
la sobrecàrrega de ruptura, Molins (1996). 
 
Com es pot apreciar en les figures 5.8 i 5.9, en aplicar una càrrega asimètrica es generen 
quatre ròtules, una en l’arrencada de l’intradós esquerra, una altre en el punt d’aplicació de la 
càrrega a l’extradós de l’arc, la tercera es forma a l’intradós de l’arc, i l’última en l’arrencada 
dreta en l’extradós. 
 
 
Figura 5.9. Mecanisme de col·lapse del pont de Bridgemill. 
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5.3 Exemple 2 (Melbourne, 1995)  
 
5.3.1 Introducció i descripció de l’estructura 
 
Melbourne (1995) mostra un cas d’un arc circumferencial de 15 metres de llum i un cantell de 
0.75 metres, però variant la fletxa en el punt mig, un cas de 3.75 metres (arc rebaixat) i un 
altre de 5.25 metres. En tots dos casos l'amplada de l'arc és de 1 metre. Tots els principals 
paràmetres geomètrics es resumeixen a la taula 5.5. 
 
CARACTERÍSTICA VALOR 
Llum lliure (L) 15.00 m 
Fletxa en L/2 (f) (Shallow arch) 3.75 m 
Fletxa en L/2 (f) (Deep arch) 5.25 m 
Cantell de la rosca de l’arc 0.75 m 
Amplada de l’arc 1.00 m 
Gruix del reble a la clau 0.75 m 
Taula 5.5. Característiques geomètriques de l’exemple de Melbourne (1995) 
 
En la figura 5.10, es mostra la geometria i la posició de la càrrega en l’assaig,     ⁄  de la 
llum lliure.  
 
 
Figura 5.10. Geometria, en centímetres, de l’exemple de Melbourne (1995) 
 
5.3.2 Materials 
 
La taula 5.6 resumeix les principals propietats mecàniques dels materials.  
 
MAÇONERIA 
Resistència (  ) 5 MPa 
Mòdul de deformació (  ) 15000 MPa 
Densitat (  ) 22 kN/m
3 
MATERIAL DE REBLE 
Densitat (  ) 24.1 kN/m
3 
Taula 5.6. Característiques dels materials considerades per Melbourne (1995) 
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5.3.3 Anàlisi dels resultats 
 
Aplicant una càrrega gradual a un quart (¼) de la llum lliure obtindrem la càrrega de ruptura 
per aquella configuració. En aquest tenim la configuració del mateix arc però amb fletxes en el 
punt mig diferents. Tal com fa l’autor, anomenarem «Shallow» el cas de 3.75 metres de fletxa i 
«Deep» el cas de 5.25 metres. Per cada un, analitzarem el cas sense considerar la resistència i 
l’altre considerant-la.  
 
 
- Deep, obtenció de la càrrega de ruptura puntual 
 
Primerament introduïm les dades de la geometria de l’arc, així com també definim el nombre 
de dovelles per l’arc, 81 dovelles, i pels brancals, 15 dovelles. Apliquem la càrrega de ruptura a 
una quarta part de la llum, en el nostre cas d’estudi està aplicada en la dovella 21. Aplicant un 
increment de 1 kN i amb una població inicial de 300 per l’algoritme genètic, obtenim una 
càrrega de ruptura de 368.0 kN. En la figura 5.11 es mostren els resultat obtinguts pel 
programa.  
 
 
Figura 5.11. Línia de pressions de l’exemple de Melbourne (1995) en càrrega 
de ruptura puntual, obtinguda amb OptimArch. 
 
De les incògnites inicials obtenim una excentricitat en A de 359.7 mil·límetres i una 
excentricitat en C de 1738.0 mil·límetres. L’empenta horitzontal aplicada és de 489.51 kN. El 
coeficient geomètric de seguretat de l’arc és de 1.0, ja que la línia d’empentes toca al contorn 
de la geometria de l’arc. 
 
S’adjunta en la carpeta «Resultats» el fitxer «Exemple 2 (525cm).arch» amb la solució 
obtinguda, per tal de poder consultar les taules amb els càlculs i la resta de resultats obtinguts 
amb el programa. 
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- Deep, obtenció de la càrrega de ruptura puntual considerant la resistència a 
compressió. 
 
Anàlogament que en el cas anterior, introduïm les mateixes dades tenint en compte la 
resistència a compressió proposada per Melbourne (1995) de 5 MPa. El nombre de dovelles 
per l’arc és de 81 i pels brancals de 15. Apliquem la càrrega de ruptura a una quarta part de la 
llum, en el nostre cas d’estudi està aplicada en la dovella 21. Aplicant un increment de 1 kN i 
amb una població inicial de 300 per l’algoritme genètic, obtenim una càrrega de ruptura de 
259.0 kN. En la figura 5.12 es mostren els resultat obtinguts pel programa.  
 
 
Figura 5.12. Línia de pressions de l’exemple de Melbourne (1995) en càrrega 
de ruptura puntual, obtinguda amb OptimArch. 
 
De les incògnites inicials obtenim una excentricitat en A de 49.1 mil·límetres i una excentricitat 
en C de 1528.6 mil·límetres. L’empenta horitzontal aplicada es de 433.91 kN. El coeficient 
geomètric de seguretat de l’arc es de 1.264. 
 
S’adjunta en la carpeta «Resultats» el fitxer «Exemple 2 (525cm) Resistència a 
Compressió.arch» amb la solució obtinguda, per tal de poder consultar les taules amb els 
càlculs i la resta de resultats obtinguts amb el programa. 
 
 
- Shallow, obtenció de la càrrega de ruptura puntual 
 
Primerament introduïm les dades de la geometria de l’arc, així com també definim el nombre 
de dovelles per l’arc, 81 dovelles, i pels brancals, 15 dovelles. Apliquem la càrrega de ruptura a 
una quarta part de la llum, en el nostre cas d’estudi està aplicada en la dovella 21. Aplicant un 
increment de 1 kN i amb una població inicial de 300 per l’algoritme genètic, obtenim una 
càrrega de ruptura de 474.0 kN. En la figura 5.13 es mostren els resultat obtinguts pel 
programa.  
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Figura 5.13. Línia de pressions de l’exemple de Melbourne (1995) en càrrega 
de ruptura puntual, obtinguda amb OptimArch. 
 
De les incògnites inicials obtenim una excentricitat en A de 16.2 mil·límetres i una excentricitat 
en C de 1176.7 mil·límetres. L’empenta horitzontal aplicada és de 689.48 kN. El coeficient 
geomètric de seguretat de l’arc és de 1.0, ja que la línia d’empentes toca al contorn de la 
geometria de l’arc. 
 
S’adjunta en la carpeta «Resultats» el fitxer «Exemple 2 (375cm).arch» amb la solució 
obtinguda, per tal de poder consultar les taules amb els càlculs i la resta de resultats obtinguts 
amb el programa. 
 
- Shallow, obtenció de la càrrega de ruptura puntual considerant la resistència a 
compressió. 
 
Anàlogament que en el cas anterior, introduïm les mateixes dades tenint en compte la 
resistència a compressió proposada per Melbourne (1995) de 5 MPa. El nombre de dovelles 
per l’arc es de 81 i pels brancals de 15. Apliquem la càrrega de ruptura a una quarta part de la 
llum, en el nostre cas d’estudi està aplicada en la dovella 21. Aplicant un increment de 1 kN i 
amb una població inicial de 300 per l’algoritme genètic, obtenim una càrrega de ruptura de 
310.0 kN. En la figura 5.14 es mostren els resultat obtinguts pel programa.  
 
 
Figura 5.14. Línia de pressions de l’exemple de Melbourne (1995) en càrrega 
de ruptura puntual, obtinguda amb OptimArch. 
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De les incògnites inicials obtenim una excentricitat en A de 140.1 mil·límetres i una 
excentricitat en C de 1038.0 mil·límetres. L’empenta horitzontal aplicada és de 582.12 kN. El 
coeficient geomètric de seguretat de l’arc és de 1.278. 
 
S’adjunta en la carpeta «Resultats» el fitxer «Exemple 2 (375cm) Resistència a 
Compressió.arch» amb la solució obtinguda, per tal de poder consultar les taules amb els 
càlculs i la resta de resultats obtinguts amb el programa. 
 
 
- Comparació de resultats amb l’autor. 
 
Es resumeixen els resultats obtinguts en la taula 5.7 pel programa desenvolupat en la tesina. 
 
OptimArch (programa) CÀRREGA DE RUPTURA 
Deep 
Càrrega puntual 368.0 kN 
Càrrega puntual i resistència a compressió 259.0 kN 
Shallow 
Càrrega puntual 474.0 kN 
Càrrega puntual i resistència a compressió 310.0 kN 
Taula 5.7. Resultat obtinguts de la càrrega última de l’exemple de Melbourne (1995). 
 
La figura 5.15 determina l’evolució de la sobrecàrrega de ruptura en funció del desplaçament, 
segons Melbourne (1995). 
 
 
Figura 5.15. Evolució de la sobrecàrrega de ruptura en funció 
del desplaçament, Melbourne (1995). 
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Els resultats analítics obtinguts per la geometria i el material de l’arc de l’exemple de 
Melbourne (1995) mitjançant el programa informàtic OptimArch coincideixen pràcticament 
amb els de la figura 5.15. Amb aquests resultats i els obtinguts en el primer exemple, podem 
afirmar que el programa OptimArch té una precisió suficient com per determinar la càrrega de 
ruptura. 
 
 
5.4 Exemple 3: Pont de Strathmashie (Page, 1989)  
 
5.4.1 Introducció i descripció de l’estructura 
 
El pont Strathmashie va ser estudiat per Page (1989), és un cas d’un arc circumferencial de 
9.42 metres de llum i un cantell de 0.6 metres, amb una fletxa en el punt mig de 2.99 metres i 
una amplada de 5.81 metres. Tots els principals paràmetres geomètrics es resumeixen a la 
taula 5.8. 
 
CARACTERÍSTICA VALOR 
Llum lliure (L) 9.42 m 
Fletxa en L/2 (f) 2.99 m 
Cantell de la rosca de l’arc 0.60 m 
Amplada de l’arc 5.81 m 
Gruix del reble a la clau 0.41 m 
Taula 5.8. Característiques geomètriques del pont de Strathmashie (Page, 1989) 
 
En la figura 5.16, es mostra una fotografia del pont de Strathmashie.  
 
 
Figura 5.16. Pont de Strathmashie (Page, 1989) 
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5.4.2 Materials 
 
La taula 5.9 resumeix les principals propietats mecàniques dels materials.  
 
MAÇONERIA 
Resistència (  ) 6 MPa 
Mòdul de deformació (  ) 41100 MPa 
Densitat (  ) 25.51 kN/m
3 
MATERIAL DE REBLE 
Densitat (  ) 23.25 kN/m
3 
Taula 5.9. Característiques dels materials considerades per Page (1989) 
 
5.4.3 Anàlisi dels resultats 
 
Aplicant una càrrega gradual a un quart (¼) de la llum lliure obtindrem la càrrega de ruptura 
per aquesta configuració. Primerament s’analitzarà el pont amb una càrrega de ruptura 
puntual i amb una amplada de l’arc de 5.81. Després per comparar-ho amb els resultats 
d’altres autors s’analitza l’estructura amb 1 metre d’ample. Es considera sempre la resistència 
a compressió per tots els casos estudiats.  
 
 
- Obtenció de la càrrega de ruptura puntual (5.81 metres d’ample) 
 
Primerament introduïm les dades de la geometria de l’arc, així com també definim el nombre 
de dovelles per l’arc, 81 dovelles, i pels brancals, 15 dovelles. Apliquem la càrrega de ruptura a 
una quarta part de la llum, en el nostre cas d’estudi està aplicada en la dovella 21. Aplicant un 
increment de 1 kN i amb una població inicial de 300 per l’algoritme genètic, obtenim una 
càrrega de ruptura de 1237.0 kN. En la figura 5.17 es mostren els resultat obtinguts pel 
programa.  
 
 
 
Figura 5.17. Línia de pressions del Pont de Strathmashie (1989) en càrrega 
de ruptura puntual, obtinguda amb OptimArch. 
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De les incògnites inicials obtenim una excentricitat en A de 185.4 mil·límetres i una 
excentricitat en C de 1095.3 mil·límetres. L’empenta horitzontal aplicada és de 1494.91 kN. El 
coeficient geomètric de seguretat de l’arc és de 1.148. 
 
S’adjunta en la carpeta «Resultats» el fitxer «Strathmashie(5.81m).arch» amb la solució 
obtinguda, per tal de poder consultar les taules amb els càlculs i la resta de resultats obtinguts 
pel programa. 
 
 
- Obtenció de la càrrega de ruptura puntual (1 metre d’ample) 
 
Primerament introduïm les dades de la geometria de l’arc, així com també definim el nombre 
de dovelles per l’arc, 81 dovelles, i pels brancals, 15 dovelles. Apliquem la càrrega de ruptura a 
una quarta part de la llum, en el nostre cas d’estudi està aplicada en la dovella 21. Aplicant un 
increment de 1 kN i amb una població inicial de 300 per l’algoritme genètic, obtenim una 
càrrega de ruptura de 213.0 kN. En la figura 5.18 es mostren els resultat obtinguts amb el 
programa.  
 
 
 
Figura 5.18. Línia de pressions del Pont de Strathmashie (1989) en càrrega 
de ruptura puntual, obtinguda amb OptimArch. 
 
De les incògnites inicials obtenim una excentricitat en A de 185.9 mil·límetres i una 
excentricitat en C de 1101.9 mil·límetres. L’empenta horitzontal aplicada és de 257.58 kN. El 
coeficient geomètric de seguretat de l’arc és de 1.148. 
 
S’adjunta en la carpeta «Resultats» el fitxer «Strathmashie(1m).arch» amb la solució 
obtinguda, per tal de poder consultar les taules amb els càlculs i la resta de resultats obtinguts 
amb el programa. 
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- Comparació de resultats amb l’autor. 
 
Es en la taula 5.10 és resumeixen els resultats dels autors i els obtinguts pel programa. 
 
ESTUDI CÀRREGA DE RUPTURA 
Page (1989) (amplada 5.81 metres) 1325 kN 
Page (1989) (amplada 1 metre) 228 kN/m 
OptimArch (programa)  
Càrrega puntual (amplada 5.81 metres) 1237.0 kN 
Càrrega puntual (amplada 1 metre) 213.0 kN 
Taula 5.10. Resultat obtinguts de la càrrega última de l’arc del pont de Strathmashie. 
 
La figura 5.19 determina l’evolució de la sobrecàrrega de ruptura en funció del desplaçament, 
segons Page (1989). 
 
 
Figura 5.19. Evolució de la sobrecàrrega de ruptura en funció 
del desplaçament, pont de Strathmashie, Page (1989). 
 
Els resultats analítics obtinguts per la geometria i el material del pont de Strathmashie 
mitjançant el programa informàtic OptimArch coincideixen pràcticament amb els de la taula 
5.10 i la figura 5.19. Amb aquests resultats i els obtinguts en el primer i segon exemple, podem 
afirmar que el programa OptimArch té una precisió suficient com per determinar la càrrega de 
ruptura. 
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6 CONCLUSIONS 
 
L’objectiu general d’aquesta tesina ha estat la creació d’una eina informàtica per a la 
caracterització de la seguretat de les estructures d'arcs d'obra de fàbrica a partir de l'aplicació 
dels teoremes de plàstic. Desenvolupant un mètode simple per a la generació automàtica de la 
línia d’empentes. D’aquesta manera, la tesina s’ha dividit en la presentació teòrica del mètode 
i la posterior adaptació al programa, que ha sigut desenvolupat en el llenguatge de 
programació Java.  
 
A continuació es presenten les conclusions extretes del desenvolupament dels teoremes i dels 
resultats obtinguts amb l’eina informàtica, així com, les línies de millora del programa. 
 
 
- Aplicació de les teories de l’anàlisi límit a l’estudi d’estructures d’obra de fàbrica 
 
La teoria de l’anàlisi límit ens permet obtenir resultats significatius sense la necessitat de tenir 
en compte moltes condicions i hipòtesis, en comparació a altres tècniques basades en l’estudi 
dels materials. Tot i tractar-se d’un mètode clàssic, manté la seva vigència degut al seu 
realisme per caracteritzar l’estat de càrrega última resistent dels arcs.  
 
La geometria de l’estructura i la densitat del materials són els elements més importants a 
considerar en els teoremes plàstic. Per tant, per obtenir resultats precisos cal que tant la 
introducció del model geomètric i la densitat del material siguin el més precisos possible.  
 
L’anàlisi límit té la incapacitat per proporcionar informació relativa als desplaçaments o l’estat 
tensional, però per rang d’aplicació d’aquesta tesina resulta una eina suficient. 
 
 
- L’aplicació informàtica. 
 
Amb la creació d’una aplicació informàtica capaç de calcular i representar, amb geometries i 
estats de càrrega diferents, les línies de pressions d’arcs i brancals d’obra de fàbrica, es poden 
treure les següents conclusions. 
 
Els temps de pre-procés, el computacional i el de post-procés són raonables un cop es domina 
el programa. El temps per l’obtenció de la línia d’empentes optimitzada es força ràpid, en canvi 
per l’obtenció de la càrrega de ruptura el temps de càlcul depèn molt dels valors inicials 
introduïts per l’usuari, fent que tingui que dominar el funcionament del programa. Per evitar 
que l’usuari tingui que dominar el programa, es poden fer varies millores als algoritmes, així 
com afegir-ne, per disminuir el temps de càlcul. D’aquesta manera es podria evitar que l’usuari 
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tingués que introduir aquesta sèrie de valors inicials per l’obtenció de la càrrega de ruptura, 
alhora que es milloraria el temps de càlcul.  
 
La unificació dels teoremes de l’anàlisi límit amb les tècniques computacionals actuals 
redueixen notablement el temps de càlcul necessari per obtenir resultats satisfactoris, 
permetent una sistematizació del mètode amb la possibilitat d’introduir més tipologies d’arcs i 
brancals. La capacitat d’introducció de geometries diverses és un pas cap a una gran 
versatilitat de l’aplicació.  
 
 
- Exemples estudiats en el programa. 
 
En els exemples analitzats s’han assolit uns valors que s’ajusten als resultats experimentals 
proporcionats per altres autors. S’han analitzat dos ponts arc per als quals es disposava dels 
resultats experimentals i numèrics de les càrregues estàtiques fins a ruptura. La càrrega 
estudiada en els dos casos era a una quarta part de la llum lliure. Els resultats obtinguts s’han 
comparat amb els d’altres autors, podent verificar la validesa de l’eina informàtica 
desenvolupada. 
 
 
- Línies de futur del programa. 
 
Tot i que el programa es molt flexible, es poden corregir i millorar certs aspectes detectats, 
que podrien ser incorporats en futures versions. 
 
1. Millorar el rendiment de càlcul del programa permetria trobar una solució més 
acurada en un temps inferior. Això implicaria analitzar tots els càlculs realitzats per 
veure quins és poden simplificar, i quines crides posteriors als càlculs es poden 
excloure en un segon càlcul, així com alleugerir alguns processos interns de càlcul. 
 
2. Afegir un algoritme capaç d’analitzar millor les tangències de la línies d’empentes amb 
l’arc, com a conseqüència es minimitzaria l’error en algun possible cas dels resultats.  
 
3. Tenir present a l’hora d’optimitzar l’estructura els coeficients de seguretat geomètrics 
en els brancals. Actualment en el càlcul no és té en compte aquest coeficient i el 
programa només comprova que la línia de pressions estigui continguda dins del 
brancal. 
 
4. Combinar els algoritmes genètics amb altres tipus d’algoritmes per millor l’eficiència i 
rendiment. 
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5. Exportació dels resultats obtinguts. Es plantegen tres tipus d’exportació. 
a. Exportació de les dades en una fulla de càlcul de l’estil Excel. 
b. Impressió de resultats en un informe imprimible en format PDF.  
c. Exportació de la geometria i la línia d’empremtes a CAD. 
 
6. Introducció de dovelles radials que donarien uns resultats més realistes que en els 
plans de talls verticals utilitzats. 
 
7. Mostrar algun tipus de dada a l’usuari en el moment que calcula la càrrega de ruptura, 
com per exemple quina càrrega s’està comprovant en aquell moment. Així l’usuari no 
té la incertesa de que si el programa està funcionant o ha trobat algun error. També 
afegir l’opció de cancel·lar els càlculs.  
 
8. Compilar l’executable per als sistemes operatius Linux i MacOS. Així com l’adaptació 
de la interfície gràfica per al sistema operatiu mòbil Android.  
 
9. Millores visuals en la sortida de resultats, com per exemple el reescalat de l’estructura 
per ajustar-se a l’àrea gràfica dels resultats. Afegir un botó per recentrar els eixos i 
reescalar de nou l’estructura. 
 
10. Corregir petits errors que es pugin trobar en la interfície d’usuari. 
 
11. Possibilitat d’obtenció del valor de la càrrega repartida de ruptura tal com ho fa 
actualment amb la càrrega de ruptura. 
 
12. Possibilitat de poder dibuixar l’estructura. 
 
13. Plantejar-se la possibilitat d’adaptar el mètode a estructures més complexes, com per 
exemple als arcs múltiples. 
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ANNEX: MANUAL D’USUARI 
 
1. INTRODUCCIÓ 
 
OptimArch és un software pensat pel càlcul d’arcs d’obra de fàbrica, desenvolupat per en 
Roger Caralt, en concepte del treball final de màster realitzat a través de la Universitat 
Politècnica de Catalunya (UPC). El TFM porta el nom de «Procediment automatitzat per a 
l'anàlisi d'arcs d'obra de fàbrica» guiada pel professor Pere Roca. La versió actual del programa 
és una versió lliure. 
 
Aquesta eina informàtica permet calcular fàcilment la càrrega de ruptura d’un arc mitjançant 
els teoremes de l’anàlisi límit, i fent ús de les equacions d’equilibri. Gràcies a una interfície 
gràfica fàcil i intuïtiva, l’usuari podrà introduir les dades i posteriorment rebre els resultats que 
es mostraran dins dels diferents apartats del programa. 
 
Actualment OptimArch funciona sense cap problema en el sistema operatiu Windows. També 
podria funcionar sota altres sistemes operatius o per navegadors web, però per la falta de 
recursos tècnics encara no s’ha pogut compilar una versió per aquests sistemes. 
 
 
2. EXECUCIÓ DEL PROGRAMA 
 
El programa consta d’un sol arxiu executable .EXE, per tant no requereix instal·lació per 
funcionar. Per executar el programa només cal fer un doble clic al arxiu OptimArch.exe i el 
programa s’executa en pantalla completa. 
 
 
 
Actualment només està disponible per al sistema operatiu Windows. I la seva resolució mínima 
per un correcte funcionament és de 935 x 610 píxels.  
 
En el cas que en l’execució del programa es mostrés el missatge d’error «Java Runtime 
Environment not found» o un altre missatge d’error, pot ser degut a diversos motius: 
- No tenir el Java instal·lat a l’ordinador. 
- Tenir una versió antiga del sistema Java instal·lat.  
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Imatge A.1 
 
Per solucionar el problema cal instal·lar l’ultima versió de Java disponible en el seu portal web, 
la direcció de descarrega es la següent: https://www.java.com/en/download/ 
 
 
3. ENTORN OptimArch 
 
L’entorn d’OptimArch es clar i intuïtiu. Està dividit en 4 zones principals.  
 
 
Imatge A.2 
 
1. Menú principal: Consta de les opcions d’obrir, desa, anomena i desa, calcular, 
col·lapse, optimitzar i quant a... 
2. Menú d’introducció de dades: El panell permet la introducció de totes les dades 
necessàries per als càlculs.  
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3. Sortida de resultats: Està dividit en 6 pestanyes, inici, dibuix arc, resultats arc, 
resultats brancal A, resultats brancal C i altres resultats. 
4. Barra inferior: Conté el logotip de l’escola de camins així com els controls per afegir 
o treure informació en el grafisme de l’arc. També estan contingudes les opcions 
de canviar l’idioma del programa, i una imatge que verifica si la línia d’empentes 
està continguda dins l’arc i l’escala de visualització del dibuix. 
 
 
Imatge A.3 
 
4. INTRODUCCIÓ DE DADES 
 
El menú d’introducció de dades permet entrar totes les dades per la creació i càlcul de 
l’estructura. A continuació es mostren quines dades són possibles d’entrar. 
 
VARIABLES PRINCIPALS 
- Dovelles Arc 
- Dovella carregada 
- Càrrega mòbil 
- Empenta A 
- Excentricitat A 
- Excentricitat C 
- Càrrega repartida: En cas de ser un 
nombre major a 0, es podrà escollir la 
part actuant de la càrrega repartida.  
Tenen uns botons  que permeten modificar 
lleugerament els valors per permetre l’ajust 
manual de la línia d’empentes. Quan es clica a un 
d’aquests botons el programa calcula l’arc igual 
que ho faria amb el botó de calcular. 
 
VOLTA 
- Llum 
- Amplada Arc 
- Altura punt A 
- Altura punt B 
- Altura punt C 
- Pes específic 
 
Imatge A.4 
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CANTELL + CARCANYOL 
- Cantell punt A 
- Cantell punt B 
- Cantell punt C 
- Alçada carcanyol A 
- Alçada carcanyol B: en el cas de tenir un 
cantell triangular. 
- Alçada carcanyol C 
- Resistència compressió 
- Factor cantell 
- Reducció cantell 
 
REBLIMENT 
- Alçada reble A 
- Alçada reble B: en el cas de tenir un reble 
triangular. 
- Alçada reble C 
- Pes específic 
 
BRANCALS 
- Dovelles brancals 
- Amplada brancals 
- Amplada superior A i C 
- Amplada mitja A i C: depenent de la 
tipologia de brancal. 
- Amplada inferior A i C 
- Desplom A i C 
- Alçada total A i C 
- Alçada mitja A i C: depenent de la 
tipologia de brancal. 
- Alçada inferior A i C: depenent de la 
tipologia de brancal. 
- Pes específic A i C 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Imatge A.5 
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TIPUS D’ARC 
- Circumferencial 
- Parabòlic 
- Ogival 
- El·líptic 
 
 
TIRANT 
S’habiliten la resta de valors en el cas de tenir 
una alçada superior a 0. 
- Alçada 
- Força 
- Mòdul de Young 
- Secció 
 
DIRECTRIU 
- Fibra inferior 
- Fibra mitja 
 
CÀRREGUES ADDICIONALS 
Al fer clic a una d’aquestes opcions s’obre una 
finestra per tal d’introduir les dades.  
- Càrregues d’usuari de l’Arc 
- Càrregues d’usuari del Brancal A 
- Càrregues d’usuari del Brancal C 
 
 
 
Imatge A.6 
 
 
Cada secció té l’opció de contraure’s o expandir-se si es clica sobre el nom de la secció.  
 
 
Imatge A.7 
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La finestra emergent de les càrregues addicionals de l’arc, l’usuari pot fixar la càrrega vertical, 
que anirà aplicada en el centre de gravetat de la dovella, i la càrrega horitzontal amb la seva 
excentricitat. En la dovella 0 no es permet l’edició ja que son incògnites o dades introduïdes 
per l’usuari en el panell de dades. Si es fa algun canvi en les dades hem de fer clic al botó de 
Guardar, sinó es vol desar el canvis hem de clicar en Cancel·lar. 
 
 
Imatge A.8 
 
Les càrregues addicionals tant pel brancal A i C, l’usuari pot fixar la càrrega vertical i horitzontal 
de cada dovella amb les seves corresponents excentricitats. En la dovella 0 no es permet 
l’edició, ja que són condicions inicials. Anàlogament com a l’arc tenim l’opció de Guardar les 
dades o Cancel·lar per no desar els canvis.  
 
 
Imatge A.9 
 
 
 
5. MÈTODES DE CÀLCUL 
 
 
Imatge A.10 
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- Calcular 
Aquesta opció és limita a fer córrer el programa i mostrar els resultat respecte les dades 
introduïdes per l’usuari. S’ha definit una sèrie de mecanismes de control en el cas de trobar 
errors en les dades introduïdes.  
 
En el cas que alguna de les dades no fos correcte el programa donaria un missatge d’error.  
 
 
Imatge A.11 
 
En alguns casos pot donar més informació sobre quin és l’error de les dades introduïdes.  
 
 
Imatge A.12 
 
En el cas de definir i guardar càrregues addicionals en l’arc i els brancals i posteriorment 
modificar el nombre de dovelles, el programa mostrarà un avís de que s’han de tornar a 
introduir aquestes dades. L’avís surt individualment per l’arc i cada brancal.  
 
 
Imatge A.13 
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Imatge A.14 
 
- Col·lapse 
En el cas de voler buscar la càrrega de ruptura hem d’executar aquesta opció de càlcul. Abans 
de calcular ens demana que determinem uns valors. 
 Nombre de població: Quin valor volem que sigui el nombre inicial de població 
per al càlcul dels algoritmes genètics. Com més gran sigui el valor més 
probabilitats tindrà d’obtenir una solució més exacte, però tindrà un temps de 
càlcul més elevat.  
 Màxima empenta A: Fixa quina podrà ser la màxima reacció horitzontal.  
 Càrrega mòbil inicial: En quina càrrega mòbil volem que comenci a buscar la 
solució. Si posem una càrrega superior a la de ruptura, el programa acabarà 
mostrant un missatge de no ha estat capaç de trobar cap solució. 
 Increment càrrega mòbil: La precisió del resultat dependrà del valor de 
l’increment que apliquem. Com més gran sigui aquest increment menys temps 
trigarà en obtenir una solució, però s’allunyarà més de la real. En canvi com 
més petit el posem, el temps de càlcul es veurà incrementat però s’obtindrà 
un resultat final millor.  
 
 
Imatge A.15 
 
Quan el programa executa qualsevol dels tres mètodes de càlcul mostra aquesta roda dentada 
girant per informar a l’usuari que està calculant el resultat. 
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Imatge A.16 
 
Finalment mostra un missatge amb el resultat de la càrrega de ruptura. 
 
 
Imatge A.17 
 
Depenent dels valors introduïts i depenent de la geometria, és possible que el programa no 
sigui capaç de trobar cap solució. En aquest cas mostra un cartell dient que no ha pogut trobar 
cap resultat. 
 
 
Imatge A.18 
 
Per un càlcul mes acurat i per minimitzar el temps de càlcul, es recomana fre primer una 
aproximació a la solució amb un increment més gran i després fer un segon càlcul posant una 
càrrega mòbil que s’aproximi a la de ruptura i un increment menor.  
 
- Optimitzar 
 Nombre de població: Quin valor volem que sigui el nombre inicial de població 
per al càlcul dels algoritmes genètics. Com més gran sigui el valor més 
probabilitats tindrà d’obtenir una solució més exacte, però tindrà un temps de 
càlcul més elevat.  
 Màxima empenta A: Fixa quina podrà ser la màxima reacció horitzontal.  
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Imatge A.19 
 
Igual que en el cas del càlcul anterior, en cas de no trobar cap solució vàlida mostrarà la 
finestra emergent de no s’ha pogut trobar cap resultat. 
 
 
6. VISUALITZACIÓ DE RESULTATS 
 
Un cop calculat l’arc i els brancals, el programa genera les pestanyes amb els resultats que es 
mostren de la següent manera. 
 
- Dibuix Arc 
Pestanya que mostra el dibuix gràfic dels resultats. Mostrarà més o menys informació 
depenent les opcions triades per l’usuari. El gràfic es pot moure mantenint premut el botó 
dret, l’esquerra o la roda central, per ampliar el dibuix es pot fer ús de la roda central o la barra 
d’escala situada en el panell inferior.  
 
 
Imatge A.20 
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Imatge A.21 
 
En el panell inferior es permet seleccionar què volem visualitzar en el gràfic. 
- Articulacions: Mostra amb un punt verd quins són els punts de la línia d’empentes que 
surten fora dels contorns. 
- Llegenda: Permet visualitzar una llegenda a la part superior esquerra del dibuix. 
- Eixos de Coordenades: Mostra o no els eixos de coordenades. 
- Càrrega Repartida: Zona i valor d’on s’aplica la càrrega repartida. 
- Tirant: Punt d’aplicació del tirant així com de la seva força. 
- Dovelles: Dibuixa les dovelles. 
- Nombre de dovelles: Mostra amb un número on està situada cada dovella. 
 
 
Imatge A.22 
- Resultats Arc 
Mostra en una taula els resultats de tots els càlculs de l’arc realitzats pel programa. 
 
 
Imatge A.23 
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- Resultats Brancal A i C 
Mostra en una taula els resultats de tots els càlculs dels brancals realitzats pel programa. Per 
cada brancal hi ha una pestanya diferent. 
 
 
Imatge A.24 
 
 
- Altres Resultats 
Dóna informació de en quantes dovelles no compleix la línia d’empentes, així com el pes de 
l’arc i dels brancals. També es mostra en cas de considerar-se el tirant la seva longitud i 
allargament. I finalment el valor del coeficient geomètric de seguretat.  
 
 
Imatge A.25 
 
 
7. OBRIR I GUARDAR 
 
Es poden obrir i desar les dades introduïdes en el projecte. L’arxiu te una extensió .ARCH. 
 
 
Imatge A.26 
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8. EXTRACCIÓ DE DADES 
 
Actualment el programa no té implantat cap sistema d’extracció de dades més enllà de poder 
guardar els projectes calculats. Estan previstes en futures versions del programa la possibilitat 
d’imprimir totes les dades del projecte en PDF i l’exportació de les dades calculades en un full 
de càlcul Excel i la geometria de l’estructura a CAD. 
 
 
9. CONTACTE 
 
Per dubtes o problemes relacionats amb el programa us podeu posar en contacte amb el 
creador de l’aplicació a través de l’adreça de correu electrònic roger.caralt@estudiant.upc.edu 
 
